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学 与 工程 计算 方 ; Š 

要 学 科 带 类 人 ， 研 究 方 向 为 复合 材 
料 构件 强度 计算 解析 数值 方法 。 讲 
пл. With. H 
sp. it. ЖИЛ. 

程 。 各 疝 异 性 弹性 力学 - 忆 

Ф. 连续 体 介质 力学 。BEM 等 多 站 
很 程 ，20 世 纪 80 年 代 以 来 ， 一 直 
从 事 正 交 各 向 异性 构件 强度 的 数学 
力学 方法 的 研究 ， 提 出 了 求解 正 交 
各 向 异性 板 的 独特 思路 ，1987- 
1891 i£ # Wü Ë Duisbure X Ф. 
Aa5haen 克 学 从 事 以 上 研究 ， 1994- 
1995 年 应 Beriin 工 业 大 学 邀请 ， 
再 次 赴 拆 从 事 以 上 领域 的 研究 。 戌 
pri, 国 十 余 所 著名 大 学 和 
研究 所 进行 过 客座 讲学 ， 并 分 别 由 
Aachen X # Ë Berlin T dk K # # 
MEET RELER. ХАРХ 
pig. X43247. ЖЕ. 
ER. 2954. 076074. R 
DRZ, AAR WpS A 
2518. 1995 # h E M b 2 tE 
T “EAR 荣誉 证 书 。 1998 年 
At kht” 多 次 担任 国家 
自然 科学 基金 、 航 空 科学 基金 等 课 
BORRA. 


前 


K+ E fE fE E. ДЇ 20 #4 
(1982)) 的 基础 上 修订 而 成 ,该 讲义 


ШЇ 


ГЮ X СКЛУ E, FE, HERR 
在 1982—2001 华 期 间 印 剧 过 三 次 。 从 1982 年 


至 今 ,作者 一 自用 上 述 讲义 给 西北 了 
书 给 外 校 讲学 ,一 芙 受 到 普遍 好 评 。 
张 基 分 析 是 用 来 研究 团体 力学 


[ 业 大 学 硕士 ,博士 研究 生 讲 授 本 课程 ,并 以 此 


.流体 力学 几何 学 及 电磁 场 理论 等 领域 的 一 种 


有 力 的 数学 开具。 特别 是 Einstein 研究 相对 论 时 ,发 现 张 最 分 析 在 理论 物理 中 占 


有 显著 位 置 。 


当今 ,如 果 你 对 张 基 知识 没有 一 定 的 通晓 ,也 就 不 可 能 阅读 许多 有 关 的 文献 


及 著作 。 


应 用 张 基 分 析 , 不 改变 物理 ,力学 问题 的 本 质 ,但 将 会 使 物理 概念 更 明确 ,方程 


展 进一步 探讨 ,研究 。 


由 复杂 变 得 更 清晰 , 旦 在 任何 坐 剑 系 下 具有 不 变性 ,并 有 可 能 对 诸多 领域 的 问题 开 


自 20 世纪 80 年 代 以 来 ,作者 一 直 从 事 复合 材料 强度 的 数学 .力学 方法 的 研 
究 , 在 这 些 复杂 的 研究 中 提出 并 发 展 了 白马 的 独特 思路 ,并 在 张 基 分 析 的 基础 上 骨 
结合 多 种 数学 方法 ,同时 在 所 提出 的 “FEquivalent Space” 概 念 基础 上 ,对 以 上 研究 


取得 了 独特 的 系 全 的 成 灯 。 


本 课程 对 于 应 用 数学 、 困 体力 学 ,流体 力学 ,应 用 物理 及 控制 ,机 电 等 领域 的 破 


十 .博士 研究 生 是 必要 的 .不 可 或 缺 


的 重要 基础 数学 。 
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оз 


mm жо w 


曲面 张 量 


1 曲面 上 的 Сап ЁЖҖ АА ЖАИ +з 
.2 КЕК сез 


曲面 的 第 一 基本 型 和 行列 式 张 量 (Eddington KE) =e 


.9 Gauss,Godazzi 方程 ;Riemann-Christoffel RE (HPR) ea 
3. 


11 Gauss 定理 和 Green 公式 


第 四 章 


Š 4. 
ў 4. 
Š 4. 
Š 4, 


张 量 的 应 用 
1 弹性 力学 中 的 应 力 张 量 与 应 变 张 量 eerren 
2 连续 介质 力学 中 的 平衡 方程 ,弹力 力学 的 Lamme 5 #6 
3 流体 力学 中 的 Navier-Stokes 方程 ез 


4 Maxwell 方程 组 оен нннеее 


参考 文献 ee 


曲面 上 的 Christoffel 着 号 和 曲面 的 第 二 ,第 三 基本 型 ereere 


F-E KERKEN 


FEHER ENA n 维 仿 射 空间 中 的 张 量 概念 及 其 代数 运算 ,特别 是 介绍 仿 
射 空间 特例 的 欧 氏 (Euclid) 空 间 中 的 张 量 及 代数 运算 式 。 

我 们 这 里 是 从 一 组 独立 的 公理 体系 而 导出 仿 射 空间 的 概念 ,进而 建立 任意 
维 仿 射 空间 的 代数 结构 。Euclid 空间 是 作为 仿 射 空间 的 特例 而 被 引入 的 。 

下 面 所 介绍 的 公理 体系 仅 仪 是 为 了 说 明 在 ” 维 仿 射 空间 中 ,可 类 似 于 普通 向 
旦 代数 ,运用 点 和 向 显 的 概念 。 


$11 仿 射 空间 


伪 射 空间 是 点 和 向 量 的 集合 ,点 和 间 量 是 基本 概念 ,不 必用 逻辑 法 再 定义 , 划 
性 质 已 被 列 人 公理 而 确定 。 

满足 以 下 公理 1 ~10° 的 点 和 向 量 所 构成 的 集合 , 称 为 n 维 仿 射 空间 。 

我 们 讨论 一 个 点 各 向 显 的 集合 , 它 满足 下 列 公 理 : 

1° 至 少 存在 一 个 点 。 

2° 在 给 定 的 -对 有 顺序 的 点 А 和 召 ,对 应 一 个 且 仅 对 应 一 个 向 量 。 

公理 2" 中 的 向 基 , 通 常 记 为 A 六 ,向 曙 可 记 为 x,a 等 。 

3° 对 任 一 点 A 及 任 一 向 量 x, 存 在 惟一 的 一 个 点 B, 使 得 

AB=x 

4” 平行 由 边 形 公理 :车 AB=C, 则 AC=B 访 。 

在 一 定 意义 下 ,以 上 四 个 公理 是 完善 的 , 它 可 以 建立 向 量 的 加 法 ,减法 等 。 

下 面 ,我 们 引用 上 述 公理 导出 的 几 个 定理 。 


кази 


定义 


对 任意 两 点 ABA 


АА=ВВ 
HE AA EHEN 0. 


对 任 一 点 M, 有 惟一 的 方法 作 向 量 艇 内 (公理 3) ММ=0, 
定理 #AB=CD,WBA=DGC, 


定义 


定理 


и ЖВА A АВА Ж ЫШ. 
向 量 一 x 称 为 向 量 x 的 道 向 量 。 
尾 一 向 量 x, 存 在 惟一 的 逆向 量 一 x*。 


定义 “在 一 定 顺 序 下 , 苦 给 定 了 向 量 x 和 ?, 任 选 一 点 A, 从 A 点 作 向 量 4B= 
x HA B &{ЕШЕВС = yR 3°), д А 和 点 C 决定 一 个 向 量 AC (公理 29), 
Абух 5 y 的 和 , 即 


或 


定理 
定理 


定理 


у 
AB+Bt= RC 
JE x 十 y 不 依赖 于 点 А 的 选择 ,而且 向 量 加 法 是 -- 个 单 值 运算 。 


EH 


Шелл. Бр Е, ВП 
x+y=y+r 


向 量 加 法 满足 结合 律 , 即 
(x+y)+z—x+(y+z) 


由 加 法 运算 可 推出 ; 


x+0=x, x+(—x)=0 


实际 上 , 设 向 量 x 一 A 斑 ,而 向 量 0= BB, 


因为 


AB+BE= АВ 


所 以 x 十 0 二 x, 又 由 于 x 二 A 音 , 则 


—x=BÀÁ 


АЙ--ВА= АА, 1 


x+(—x)=0 


定义 ”对 于 向 量 x 和 y, 若 存在 z, 使 得 


z+ y=x 


а-в 张 量 及 张 量 代数 


ДЯ х 为 x 一 ?。 

定理 ”减法 是 恒 可 作 的 单 值 运算 。 

根据 以 上 讨论 ,可 知 向 量 的 加 法 和 和 普通 的 向 量 代数 一 样 ,具有 全 部 有 关 加 法 的 
ж, 
但 仅 前 面 的 四 个 公理 ,还 不 足以 建立 完备 的 系统 。 下 面 的 公理 ,将 建立 向 量 和 
数量 之 问 的 乘法 运算 。 
与 任 一 向 量 x 和 任 一 数 "对 应 的 一 个 定向 基 , 称 为 zx 与 的 乘积 , 记 作 ох. 
1х=х 
(а х= ох 
ахі у) =ах Fay 
а(х) = (ах 


ДЭ 7999, ВЖ, 
也 可 得 到 : 


ш бо — Ф л 


0х=0, а0=0(а 为 任意 数 ) 
在 上 述 公 理 及 推论 的 基础 上 , 即 可 按 遂 常 的 法 划 对 向 量 进行 加 法 和 问 量 与 数 
的 乘法 运算 。 
下 面 再 引进 维 数 公理 。 
ХУ ИЕНА т МА, ШЕТ т ТЖЕ Ка р 9 na БЯ 


ауу Жах, 十 和 十 q x =0 


Ж. хожоо, 是 线性 相关 的 。 
当 以 上 各 向 量 线性 相关 时 ,其 中 必 有 一 向 量 可 用 其 余 问 量 的 线性 组 合 来 表示 ;也 才 
以 说 , 若 某 个 向 量 能 用 其 余 向 量 线性 组 合 表 示 时 , 则 这 些 向 其 必定 是 线性 相关 的 。 
因此 ,各 向 量 线性 独立 时 ,其 中 没有 一 个 向 量 可 由 其 余 向 基 表 示 ,那么 ,全 部 向 


其 均 为 独立 。 
10” 维 数 公 理 ; 当 存 在 w 个 线性 独立 的 向 量 时 ,任意 4 十 1 个 向 盟 是 线性 相 
关 的 。 


当 w=0 时 ,只 有 一 个 点 和 一 个 向 量 0, 所 以 通常 总 是 设 л >0, 
定义 ”满足 公理 1°~10° 的 点 和 向 量 所 构成 的 集合 , 称 为 n 维 仿 射 空间 。 
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张 量 分 析 


》12 仿 射 坐标 系 ( 儿 角 坐标 系 ) 


1. 0 维 仿 射 坐标 系 与 空间 的 几何 性 质 有 关 
根据 维 数 公理 , 设 n 维 空间 中 , 仿 射 从 标 系 由 п 个 线性 盛 关 的 向 量 e] ,e。 


е, 例证 , 仿 射 空间 中 任意 向 量 ,由 于 x,e] ,ez s e, 线性 相关 , 则 


axta e Heta e “0 
E a=0, 02, аара 不 全 为 零 ,e] ,6，，…,e， 则 线性 相关 ,这 与 原来 所 设 
FE. 
所 以 ,只 有 e0, WE 


а а 
п 
х=—е—+—-— е 
al a n 
或 xare Heta E, 
= 1 2 
改写 为 x=z e tz e, ttae, a.D 


Biton ARASH ГЈ п PAY e ,e，，…,e， 的 线性 组 合 
ERE. Е o 和 el :ez，……e@ 组 成 一 个 仿 射 标 架 ,由 (1 了) 式 可 知 , 任 


一 向 晤 x 可 在 仿 射 标 架 中 展开 ,系数 (x! ,x et sx") 称 为 x 维 空间 的 向 最 x 对 
于 已 知 标 架 的 仿 射 标 架 

注意 : 仿 射 标 架 的 选择 可 以 有 无 限 多 种 ,而 任意 向 量 * 表示 成 为 按 确定 的 仿 身 
标 架 的 线性 组 合 , 共 系 数 即 被 惟一 确定 。 

若 此 种 表示 不 是 惧 -- 的 ,如 有 


1 2 —2 ~ 
x=r e Бие, te =7le +2е, 27е 
1 2 п 2 2 n 


则 G! 09е Hetaa" e =0 
内 e, 线性 独立 ,可 得 


= 4 — 
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i 


Y= (i=1,2,. n) 


БЕ а ау БГ О, 1) 式 组 成 一 个 向 量 ,所 以 ,向 其 x 
和 其 举 标 .x 之 癌 具 有 一 -对 应 的 关系 。 而 零 向 量 对 应 的 仿 射 坐标 全 等 于 零 。 
送 用 向 量 举 标 后 ,向量 的 代数 运算 ,可 以 转化 为 其 坐标 之 问 的 代数 运算 。 
П ху 的 和 可 计算 为 


] 2 2 
къу б Буде Hy e HH He 


ИЮЛЕ ЕЕ Т AE pp ‚АЕРА EE i E (АЛ ЧЕ bae BI. 
DERE АНЕ ЧЕ ү Е E ЫЕ Lk E BJ 


1 2 
ох ат е tar e, 十 … 十 er e 
1 2 п 


设 有 个 问题 ， 


n 
x Xe besar e 


ml тп 
这 此 向 量 的 线性 组 合 为 
x=ayx) +a, x, + Жа х 
ШЖ х 的 坐标 为 
r Sari Tag reta ry GS1,2,=,0 (1.2) 
向量 x 的 坐标 , 即 为 下 列 矩阵 


[ ] 2 m 
| + | 
z! 12 п 
? 2 (1.3) 
: ' 
1 2 n 
X x T 
m m m 


由 各 列 诺 元 素 的 线性 组 合 , 即 (1. DR 
MR хх, әх 之 间 为 线性 相关 ,那么 ,，- 定 可 以 找到 一 组 丰 全 为 堆 的 数 


apama 使 得 一 0, 也 就 是 的 全 部 坐标 一 0, 这 时 矩阵 1. 3) 式 中 各 列 元 
藤 之 问 的 线性 组 合 为 军 , 也 就 是 说 , 征 阵 各 行 之 问 是 线性 相关 的 。 

苑 阵 (1.3) 式 各 行 之 问 线性 相关 是 向 昌 x ,xz er, 线性 相关 的 必要 责 充 分 
的 条 件 。 

上 面 讨论 了 л ЖИНЕП ЕНЕН ЕЕ ЖЛ. 

2. = # Puchd 空间 E, 中 向 量 的 表示 法 


+£ E, 中 , 仿 射 吾 标 系 由 三 个 非 共 面 的 问 量 el,ey， 
e (不 失 一 般 性 ,今后 均 采用 右手 系 ) 确 定 。 
任意 向 量 x 可 表示 为 这 一 个 向 量 的 线性 组 合 , 即 


х=түе, Tepe, ле, 


ОЙ х АН, Oorr MA А AWBR 1-1), 


3. Einstein 规约 ( 求 和 约定 ) 


今后 ,我 们 总 是 不 加 声明 地 使 用 Einstein 求 和 约定 ,为 了 引用 Einstein RHH 


定 ,将 坐标 = 的 下 标 移 为 上 标 z B 
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x= re Tae tae = 5 


Einstein 规约 i ü 
—T- хе. 
Sre, G=1l,2,3) ap 
EARM E A EER. 
如 果 - 一 个 式 子 中 包含 有 相同 的 上 下 指标 , 则 表示 这 些 指 标 跑 遍 1:23 & 
值 ,再 将 这 些 同 类 式 子 相 加 得 到 的 总 和 ,好 


n 


alh ta h, tutab = а, ~ a'b, 
当 上 ,下 指标 有 好 儿 对 时 , 则 表示 对 每 对 上 ,下 指标 作 上 述 求 和 。 
= > Ува 


i=] k= 
这 时 г, ЖУЗУН ак. 
注意 :使 用 时 求 和 指标 的 记号 是 无 关 紧要 的 ,例如 ， 


ik pa А 

Б ЕЛ ® p EM 059 A Н ARIE ih; 其 结果 不 变 , 妈 
ik 
p =, (自由 指标 不能 更 换 ) 


4, 点 的 坐标 表示 法 


+ 对 为 仿 射 空间 内 任 一 点 ,和 该 点 惧 - .对 应 的 有 一 向 其 ON,O 是 标 架 原点 ， 
OMH LL М 的 向 径 ,O 藤 对 应 于 仿 射 标 架 的 坐标 为 


i 


ro (=1,2, n) 
则 0-70 += e ede, (1.5) 
称 为 点 M 关 十 这 个 仿 射 标 架 的 仿 射 坐标 。 
因此 ,苦口 知 一 个 点 , 则 按 (1, 5) 式 可 惟一 确定 它 的 仿 射 掌 标 ; 相反 , 若 已 知 一 


组 坐标 , 则 可 按 (1, 5) 式 得 到 一 向 莉 , 再 从 原点 作 这 -向 量 , 即 可 惟一 决定 一 点 M, 
— 7 


KEDA 


因而 ,给 出 一 个 标 架 , 即 可 建立 举 标 与 向 量 ,坐标 与 点 之 间 . -一 对 应 的 关系 。 
§1.3 仿 射 标 架 的 变换 


的 讨论 中 ,一 定 会 产生 这 样 的 问题 :对 仿 射 祭 架 的 选择 可 以 任意 到 怎样 
上 怎样 的 问题 ? 本 节 中 ,我 们 将 研 


从 前 面 
的 程度 ? 当 从 一 个 标 架 变 换 到 另 一 标 架 时 ,会 产 4 
究 标 架 变换 的 问题 。 

黄 个 仿 射 坐标 如 图 1 -2 所 示 。 


图 1-2 


el rey e 
" meraya 


ey е ants m 
т. 用 旧 坐标 表示 新 坐标 系 
i=l esn AERA: 


ёт 
€p» 7 二 1 yen Ж: 
则 е Аре. (ln) (1.6) 
1 2 n 
„л |Аү Ay Каре 
1 1 
1 2 n 
el A, Ay Ay е, 
ei |А, А”, А", |4, 
п n 
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2 线性 独立 的 充分 必要 条 件 是 (1.6) 式 的 系数 矩阵 


1 2 n 
А, А, А", 
1 2 п 
tai ]= Ay Az + Ay —А 
AL AŠ, А", 
п 
EER EBE, 
也 就 是 
qe[ 1,1550 


2. 用 新 坐标 表示 旧 坐 标 系 


e=A е, (m1,2,--,n) 


АЙ 
1 az т 
A A А, 
1 z п! 
А, А А 
2 2 2 |=B 
А} л? д" 
п n п 
A. DARAH B 
1. 
AB=BA =E= 
A 
k i _ ПО i 
A, S8 A,A. = 
Bp A; A, ё к^; 8, 
n п 7А ВА 
iai __ 4 
(ÈA 5% ) 


(1.7) 


(1.8) 


(1.9) 


(1.10) 


(1.11) 


KEHA 


¿io (l; i=j 
8, -| | =; H Kronecker 人 符号 


可 见 ,(1.11) 式 即 为 一 个 坐标 变换 阵 相 应 元 素 间 的 关系 。 下 面 我 们 再 从 男 一 
思路 讨论 仿 射 坐标 基底 间 变 换 的 关系 ， 


e =А'е , 
j ini 
而 e, =A e = Ale 
i гі i J 
Be RABe 中 ,可 得 
e, = Ai Ale, 
-5 Da; Ае, 
i=]; = i 
= ЎА, 
уез Чы 


п п “ А 
(XAA Datat DAAN) e ++ (Xatai) 


i=] 


en 


两 端 相等 时 比较 系数 ， 


向 e; е 0 =1 (i= р) 
所 以 АА! = аў 
% АТА, = 8 (1.12) 


与 (1.11) 式 具有 回 样 的 结果 
з. 向 量 的 坐标 变换 
前 面 我 们 讨论 了 标 架 向 量 的 变换 公式 (基底 的 变换 关系 ), 下 面 推 求 任 一 多 量 
的 坐标 变换 公式 。 
问 呈 < 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 为 ， 


КЕРКИ ЛАТА 
_ 10 


жж алкан 


тоз АЯ. 
i 
x= xe, 
1 
x= ev = т Ane = Ar" e 
所 以 ee 
x = Ар! | 
ВІ ‚ (1.13) 

r = A xz | 


S14 张 量 的 概念 
在 这 一 节 里 ,我 们 先 讨 论 一 般 常用 的 张 量 (所 谓 钨 对 张 量 ) ,然后 从 更 广义 的 角 
度 讨 论 张 量 (从 权 的 概念 出 发 而 得 到 所 谓 相对 张 其 或 张 基 密度 ) 。 
т. 协 变 张 量 


(D 一 阶 协 变 张 量 
在 任 一 仿 射 毕 标 系 里 ,给 出 一 组 数 (a1 ,ay а ) ,经 过 坐标 变换 后 ,得 到 新 
的 一 组 数 ， 


(aQ usa. Q ›) 
1 п 


2 
这 两 组 数 之 问 如 果 存 在 以 下 坐标 变换 关系 ; 
a =Ava (1520) ал 


йй а, 这 -组 数 为 一 阶 协 变 张 基 。 
在 三 维 空间 中 ,平面 方程 为 


azr+by+4-cz==1 
在 7 维 空间 中 ( 自 变量 为 zl,z2，…,z2), 超 平面 方程 为 


a zl аза п" =] 
在 е 坐标 系 中 ,有 


ЖЕЛ 


а zl +a Heta z=] 
1 2 п 
即 ал'=1 (1.15) 


K ep BERTA 


ia = Aya, M 
ах =1 (1.16) 
将 4 和 6 进行 比较 ,可 以 看 出 ,所 对 应 的 线性 方 入 的 系数 隆 均 为 4。 NR. 
超 球面 方程 (1, 15) 式 的 系数 在 原点 固定 的 一 个 坐标 系 中 ,可 视 为 一 阶 协 变 张 量 。 
С еки 
Етти Жа, G. =l, л) 在 坐标 变换 下 ,假定 这 
n 个 数 满足 一 定 变换 规律 ， 


2 
g TAYA 
就 称 o 这 一 组 数 为 二 阶 协 变 张 量 。 
[1-1] ” 维 空间 中 二 次 超 曲面 方程 ， 


Ga +2ад' +1=0 (规定 a; =a) (1.17) 


在 新 坐标 系 (zl ,zz уе,” 3 中 的 二 次 超 昌 面 方程 为 


代 人 (1.17) 式 中 ,得 
а. Аб‘ Ал! +a діл! +1=0 
у š j £ 
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S au SAJA а.. «В 
1] ©) 9 
агу т) Hayr’ +1=0 


2. 2 
q Cj ol, тыл) п 个 数 。 


ў 


的 坐标 系 中 ,为 二 阶 协 变 张 量 。 
(3) k p kuk ht 


M ap SAPA a 成 立时 ,那么 二 次 超 曲 面 方程 (1. 17) 式 的 系数 在 原点 国定 


这 个 数 ,在 坐标 变换 下 满足 以 下 规律 ， 


‚б.о =A Ah Aya... (1.18) 
tyto к ү ЕЯ УЧ u 1 
Ё: 
就 称 这 -… 组 数 为 & 阶 协 变 张 量 。 
(4) 对 称 张 量 
a ,=A Ala 
ij è J U 
а, 5a; (1.19) 


满足 条 件 (1. 19) 式 的 张 量 即 为 对 称 张 量 。 而 且 若 在 -个 坐标 系 中 满足 (1. 19) 
式 ,在 另 一 坐标 系 中 也 同样 会 潢 足 。 

п 阶 矩 阵 ( 常 数组 成 的 ) 即 为 二 阶 协 变 张 基 的 一 例 。 

n 阶 矩 阵 可 作出 一 个 二 次 曲面 , 即 


аур 2 Tin 
22 93 "on 
nl ©л? ат 
а..(пХп) 
j 


— 1 一 
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ЕЖ» ЖЕН а =a; ,此 即 为 对 称 张 量 。 


《5) 协 变 张 其 的 概念 


@ 一 阶 协 变 张 量 的 概念 , 
REPAR Ap 
g= ф(х) 


ТА хох, 
Фох) бху) бху) 


ОМЕН p(x) 称 为 向 量 x 的 线性 函数 。 


即 


Ф: х= ге, ВА. 20) 式 和 (1. 21) 式 得 


ф(х) = pie) 


ЗВ хеле, 


Фб) =17р(е) 
将 обе) p ,那么 (1. 22), (1. 23) 式 可 改写 为 
gley NEE Py 


r 


— ni i 
ф\х)= фт Spyt 


再 讨论 p Mp, 之 间 的 关系 : 
根据 人 1. 6) 式 ,得 


下 面 通过 对 向 量 函数 的 讨论 ,说 明 协 变 张 其 的 概念 。 


pee) (Ае) = Ayy(e) = Ae, 


i 
Py FAY; 


i 
е = Ае. 
1 1 i 


(1.20) 


(1.21) 


(1.22) 


(1.23) 


(1,24) 


(1. 25) 


由 (1, 25) 式 和 (1.6) 式 进行 比较 后 可 知 :函数 р, ЗЕМЛЕ e, 的 
变化 规律 一 致 。 


一 ц 一 
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@ 二 阶 协 变 张 基 的 概念 ， 
讨论 向 基 x,3 的 双 线 性 函数 , 即 

ф=ф(х, у) 
在 一 个 坐标 系 中 ， 

p=g(reoye = (ее, угу! 
记 作 

pee =p; ,出 

pja 
在 新 坐标 系 中 ; 


= дід) 
еер #060) AvA plee) 


所 以 ву АРА, 


可 以 看 出 , 双 线性 函数 的 系数 p, 的 变化 规律 仍 是 对 每 个 指标 重复 标 架 
变换 规律 ,这 即 为 二 阶 协 变 张 量 的 概念 。 


2, Ж КШ 


С-КЕ 


(1.26) 


(1.27) 


(1.28) 
向 量 的 


在 任 一 坐标 系 中 ,给 出 于 个 数 (ol a esa) ,这 个 数 经 过 学 标 变换 后 ,满足 


以 下 规律 : 


就 称 这 n 个 数 为 一 阶 北 变 张 量 。 
假定 任 一 向 基 x, 它 的 坐标 z 可 由 (1. 13) 式 知 有 以 下 的 变化 规律 ， 
r Aie 
所 以 ,向 量 * КЫЙКЫ DAEK. 
(2) 二 阶 逆 变 张 量 


(1.29) 


ийт MaI G.j=1,2, n) ,经 过 举 标 变换 后 ,满足 以 下 变换 规律 ， 


ЖЕЛИ 


а Албай (1.30) 
就 称 这 n2 Ч В. 


(3)7 阶 逆 变 张 量 
假定 有 zr Ака” ИДЕИ КЖЕ. 


әр о, WI 

ЕЕ 
аі? 1=АЛА2--А аі! (1.31) 
п 


п 这 一 组 数 为 阶 道 变 张 其 。 


设 在 某 一 个 华 标 系 中 ,假定 给 出 太 Кач i= 12.) g w {ШЕЙ 
标 变换 后 满足 : 
а,=А А! а? (1.32) 
其 中 ;下 标 符合 一 阶 协 变 和 量规 律 ,上 标 符合 一 阶 逆 变 张 量规 律 ,组 合 后 即 为 三 阶 
Важи. 


за АЗА а? 
а =А а? t J 
了 
一 般 混合 张 量 的 定义 如 下 ， 
设 在 任意 坐标 系 中 ,给 了 以 上 个 下 标 及 /! 个 上 标 而 得 到 的 o AA 
101579, , 
a ,并 且 在 坐标 变换 下 ,满足 下 询 变换 规律 
He 
J P . , . ji 
а 12 ISAIA eA ATA? saka і? ! (1.33) 
£ í е h 2 M w'y C ios 
1 2 £ 12 # 
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了 
则 称 所 给 的 a Aa “为 BRI akamii Еа 


12 k 
指标 十 1 称 为 张 量 的 阶 数 , 当 4 一 /一 0 в], 
Rha He ,坐标 系 中 的 数 je 为 e; 坐标 系 中 的 数 。 
所 以 < 是 常量 ,了 常数 为 零 阶 张 基 而 向 量 是 一 阶 张 量 。 


1, i=j 
р J= а= e 
[m 1-2] i < 人 5) (1,7=1,2," ,1n) 
WEB EC SE) p ikat, 
1. 
y jao 0 
证 明 已 知 [a= М 
я 
在 新 坐标 系 中 
' 1 i=j 
а, = + + 
t 0, 27] 
只 需 证 а, АА? а! 即 可 。 
Н ‚б. n п. u; 
АА аі = УУ DAA а) 
t2 oi gaysi 7 /' 

n n , 

= А, (УА а) 
у) 

n r Ra ‚ j 
= Lal ZA 
= ЖАРА; = ALA; 

= 


(1. 34) 


lI 
-Se 
lI 

s. 


011-31 设 有 一 变换 u, АЕ 站 内 每 个 向 量 x 对 应 于 一 定 的 向 量 


yH 
у=их (1. 35) 
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TH y 是 x 的 线性 函数 , 即 对 于 任意 的 Y ,x sx MA a 满足 条 件 : 


ибх +х„)=их, Жах, (1.36) 
и(Ах) =Аих (1.37) 
则 称 满 足以 上 两 个 函数 关系 的 u HARE. 
再 讨论 仿 射 量 的 坐标 变换 规律 。 
向 量 范 数 :变量 和 函数 均 为 向 量 , 即 


y=ulx)=ux 


所 以 


i i i i i i - 
уе, ибх е) хине, z'ae, жае, бае, (1.38) 


% w ae, ,比较 (1. 38) 式 两 端 系 数 ,得 


y 2а! (1.39) 
REE e, 坐标 系 中 ,系数 a 称 为 仿 射 其 的 坐标 。 
而 在 新 坐标 系 中 ,有 
ue =al, (1.40) 
i i j 
Oa =a 
H e, 5A e, 可 得 
e=A е, 
1 ti 
ue, =ulA e )=А' ш(е.)=А ale, Aal е, (1.41) 
2 i i i i í £ j бео] J 
由 (1.40) 式 和 (1.41) 式 可 得 
ві, =A A ај (1.42) 
i i j i 


(1,42) 式 是 仿 射 量 u 的 坐标 变换 规律 。 
由 (1. 42) 式 可 知 , 仿 射 量 的 坐标 集合 d 显然 为 一 阶 协 变 和 一 阶 洲 变 的 混合 二 
18 — 
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阶 张 量 。 反 之 ,服从 变化 规律 (1. 42) 式 的 一 组 数 а) БЕ) ЫЯШ ТЕ u 的 
坐标 ,为 证 明 这 一 点 ,只 要 在 任意 起 始 坐 标 系 中 用 (1. 39) 式 来 决定 一 个 仿 射 其 即 
可 。 这 样 ,在 任 一 坐标 系 中 a; 仍 是 仿 射 量 的 坐标 ,因为 它们 与 仿 射 基 按 同一 规律 
即 (1.42) 式 而 变化 。 

4. 从 更 广义 的 角度 定义 张 量 的 概念 

个 张 量 的 定义 :满足 以 下 关系 式 的 基 即 为 张 基 。 有 时 也 称 为 几何 量 。 每 个 指 


标 取 具 体 信 时 ,相对 应 的 数 叫 分 量 。 张 量 是 指 全 部 分 量 的 有 序 整 体 。 
一 个 几何 量 ,有 


在 旧 坐 标 系 中 为 
ijek 
m'n 
在 新 坐标 系 中 为 
{ӨК 
Emen 
在 新 旧 坐 标 系 中 ,二 者 的 关系 为 
Pj ek — AP Wat АЛ АЁ АК А” ,A 
P Cp А! АА) "ААА, Ау (1.43) 


式 中 ,gp RAKE W 是 张 量 的 权 , Л 为 张 量 的 阶 数 。 即 坐标 变换 中 满足 关系 
о А,В МУ 的 张 量 。 上 式 是 张 量 的 分 量 表示 法 。 
@W=0 称 为 绝对 张 量 , 前 面 讨论 的 及 本 书后 面 所 涉及 的 张 芋 基 本 上 全 属 这 
=й. 
WAO 即 为 相对 张 量 ,或 称 为 张 量 密度 。 


零 阶 张 其 ,常数 (标量 ) 
一 阶 张 量 ,x ,z;( 向 量 》 


绝对 张 基 (WW 一 0 二 阶 张 量 :g， ,8 EERE) 
MKR e ее e e] 
ijk і 


ј É 
ДИЖЕ АНЖЕ, 


s E д 


Vg=[e eye] 为 匈 = 一 1 的 鹤 阶 张 量 密度 
MAREWA) e; 《Ricci 符号) 为 WW 二 一 1 的 三 阶 张 呈 密度 
¿BË (Rica 符号 ) 玉 二 十 1 的 三 阶 张 量 密度 


多 张 基 的 不 变性 记 法 (或 叫 抽象 记 法 ,绝对 记 法 、 并 矢 记 法 ) 


Ф = at vz. „е. E ПАР) "A AM дё дүе 
=( А5, АНАЛА ma и ЫЕ егте е 
= МЕ epre eme =m 
sp U ide e (1.44) 


张 基 9 在 本 坐标 系 的 各 种 分 量 为 o Т р „р, ШИН.) 


式 来 代替 (1, 43) 式 作为 张 量 定义 ,也 就 是 说 , 凡 可 以 在 任何 坐标 系 里 写成 为 (1. 44) 式 
不 变 式 的 量 就 是 张 量 .今后 将 可 按 (1. 43) 式 或 (1, 44) 式 来 鉴别 一 组 数 是 否 为 张 量 。 


$1.5 张 量 代数 


下 面 列举 几 种 张 量 的 代数 运算 ,其 结果 仍然 是 张 量 。 

(1) 加 法 

设 给 定 两 个 相同 结构 的 张 量 ,其 和 仍 为 回 型 张 基 。 

同型 张 量 的 条 件 是 :中 同 权 ,人 @ 同 阶 , 即 上 下 指标 一 样 。 

«mi 

ИШ 
一 阶 协 变 


lama 


i 


def j Н ; ij 
të; Gj 2e 8] al 5 918. 


8.0 


= 20 一 


P-E KERKERAK 


у=, t =A A а) АСА) (1.45) 
: ya j a AE 
О.А T ж АИ с. 也 是 二 阶 pit 张 量 ， та ТА 具有 同样 的 
МЕ IKER W 0 时 ,有 
кы W рр 7 
{ъ= ИК егте те В «гт те 
е w k o 
= (€ А гія x: e ee e 
ef jeej -W 
о еее (1.46) 
DRE 


乘法 与 加 法 不 同 ,任何 二 个 张 量 (结构 不 同 ) 均 可 进行 张 量 乘法 运算 。 也 可 将 
任意 的 张 量 连 乘 ,而 不 必要 求 它们 共有 同样 的 结构 ,但 必须 指出 ;各 相 乘 的 张 量 的 
次 序 , 因 为 相 乘 的 结果 不 但 和 各 张 量 本 身 有 关 , 而 且 与 其 次 序 有 关 。 


【 例 1- 4] ТАТА 


а ШЕ u 

. Gji piq r=1,2," зп) 

É x +R 

ñ 

b def i 

por — (1.47) 
и со „ИМЕ, КОЕ. 
证 ENERE. 有 


а, Ф, 
par r 
CAASA e, і А; А А 
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SAAT ABALADA’ Ы 
| АГАЎ APASAT а (1.48) 
со СИИ Wi pi А ЖШ „РИЯ, k 其 的 乘法 运算 结果 为 一 新 
以 上 所 述 , 也 适合 任意 个 张 量 连 乘 的 情况 。 若 以 同样 -- 些 张 量 ,在 另 一 次 序 下 
连 乘 , 则 得 到 另 一 结果 。 
若 两 个 相 乘 的 张 量 中 有 一 个 零 阶 张 量 , 即 是 一 个 不 变 昌 a 时 , 则 成 为 一 个 数 乘 
以 一 个 张 量 , 即 р 


“=аў (1.49) 
r r 


(КШ 
张 量 的 加 法 和 乘法 运算 ,类 同 于 数量 的 代数 运算 。 但 指标 的 缩 并 运算 , 则 具有 
| 明显 的 张 量 特征 。 
ЯНЕ АШ аА раа), 
OD 放出 其 中 部 分 指标 ,如 黄 中 一 -个 上 指标 和 一 个 下 指标 一 同 取 值 1,2,…,n 
而 固定 其 它 指标 后 相 加 , 即 
(了 
i2k 13k ink WE ik 


афа +a, +a =a (1,50) 
la 2g 3 mq q 


REH 
ijk ik 
ы Kikia а 
(五 阶 张 是 ) (三 阶 张 量 ) 
OEN а? 经 过 对 指标 缩 并 后 ,得 到 的 是 一 个 新 的 张 量 ev 。 


证 全。 二 为了 要 所 定义 可 和 


ijk 


ijk б 
É бв 
а =a ASA AT А, аў 
РФ 
& =b ,有 
— 9 — 


E-E жалкак 


КП 


PFR 


a ZAPALA, ALAK a ük 
加 


a =А%А! АА? Аа 
q i k p j pg 
АЗА Ара 


K і 

к 
a” (1.51) 
fa 


即 = ASA дъ 
а 
а.н ай 是 由 a 的 一 对 指标 jp 缩 并 而 得 到 的 。 
和 于 加 法 所 得 的 张 基 与 原 相 的 张 生 同 阶 ,乘法 所 产生 的 张 量 ，- 般 地 说 ,此 
相 乘 的 张 基 阶 数 高 ,而 缩 并 使 阶 数 下 降 二 阶 ( 一 个 上 指标 和 一个 下 指标 )。 当 对 一 
个 上 下 指标 相同 前 混合 张 量 进 行 缩 并 时 ,总 可 座 消去 张 量 指标 ,而 获得 零 张 量 ,这 
就 是 不 变量 ,所 以 缩 并 是 得 到 不 变量 的 重要 途径 。 
例如 ,对 于 仿 射 量 x 有 一 个 张 量 wy ,利用 指标 缩 并 ,有 
«Ж! (1.52) 


i 


得 到 一 个 不 变量 а, ЖАЛИЙ, 
《4) 商 法 则 (或 称 商定 律 Quotient Law) 
BARAA Ж.Ш КЕША ЕШ. 
该 法 则 在 简单 情况 下 较 易 说 明 ,但 任何 推广 都 是 显然 的 。 


设 一 有 序数 组 ЕР ,但 不 知道 它 是 否 为 一 张 量 。 候 定 有 与 Re TAHERE 
59 (pg= 1,2，w ,与 它 纳 并 后 得 到 一 个 张 量 R. SL NA R 也 是 一 个 张 其 ,此 
定律 称 为 张 量 的 商法 则 。 


推导 恩 路 :RS4 9-0 57 Д к, 为 一 张 ， 
I! П 
KE ЖЫ 


证 OBER 为 三 阶 混合 张 量 ,3 为 二 阶 混合 张 量 , 则 缩 并 后 Е SI, 为 一 
DB 


келі 


Ë j _ Ai pË ај 
R; Sy A R 5, 


АЕА 

Sh АБА 5) 
К Ж 
RË AAAT 8! =А RES! 
n nA SR “КШ? 


FS 为 任意 的 二 阶 混合 张 量 , 上 式 两 端 比较 系数 ,得 


RÈ ADAT 一 人 RE (一 12 
ij k j 1 Ü 


反 证 法 证 明 @ 式 成 立 。 
假设 当 =1,7=1 时 ,@ 式 不 成 立 , 即 


RÉ ALA? дь! 
ij k j ioil 


为 5 为 任意 的 二 阶 混合 张 量 , 我 们 即 可 构造 一 个 混合 张 基 : 


1 00 .0 
| 0 
[8 ]= |0 


Ë 
0 
选 出 这 个 张 量 后 ,看 能 不 能 得 出 矛盾 的 结果 ? 
图 将 所 构造 的 张 量 代 人 中 式 ,得 
k lafal 2 3 iplel 2 
КАРА 5 ESSI EOS АЕ S TEOS ++ 
kK alaj _ Ai pl 
R A кА TALR a 
@ 式 的 结论 和 反 证 法 的 假设 是 矛盾 的 ,也 就 是 说 @ 式 是 成 立 的 。 


RÈ ,=А А AE RE 
ij i J Ë i 
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@@ 式 两 端 同 乘 二 个 矩阵 ,得 
RÈ АКЛ АЎ АЧА КЛ) AS 
POR Ар ЗР p k 
sen q aiaj ak ok 
所 以 RISA AAA Ri, 
将 上 式 中 gg 一刀,j 一 pp, 则 得 


RË =ALAP At A} 
ip Сор Ë ip 


7 (1.53) 


C. 53) 式 说 明 КЁ 服从 张 量变 化 规律 。 

定理 ( 张 量 识别 定理 ) HAERERAA T, }, 如 对 于 低 意 选取 的 张 基 
(y te 使 得 

г=Т иш, 

成 为 不 变量 ,那么 有 序数 组 1T2 IREE. 
商法 则 的 另 一 证 法 如 下 ; 
ПИШ. mm) yku. 也 为 张 量 ,出 b =À 也 必然 是 张 量 。 

现在 反 过 米 提 一 个 问题 ; 

若 在 每 个 坐标 系 中 , 按 某 规律 都 给 出 3 个 数 a СЮ, НЯ 

aG = (QA 1383 3490 Ф 

Д Бас ЖЕЙ ЕЕН. с ЛЕН. абу ЧЕН ВА? 


а( вв =) @ 
djaai 
而 c А,Аус 
Al АР АЁ ору 
5A; A; Aya jhh @ 


人 @ 式 减 去 @ 式 ,得 
[atij AL AS Ара GOW =0 
-a 


КЕЛ 


由 于 大 是 与 4(ij&) 无 关 的 任意 张 量 ,所 以 必 有 
аА A Ava GD 
这 正 是 张 量 a(ij) 的 变化 规律 。 
今后 我 们 将 经 党 利用 张 量 的 商法 则 直接 确定 某 些 量 是 否 为 张 划 。 
$16 ККЖ 


当 我 们 在 仿 射 空间 中 引进 度量 性 质 , 即 导 出 Euclid 空间 。Euclid 空间 有 许多 
特有 的 性 质 ,这 就 导致 真 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空间 。 
n 维 欧 氏 空间 的 概念 : 


内 积 ” 设 有 双 线 狂 函数 py). 


Doly =ф(у,х) V xy (1.54) 
则 称 双 线 性 函数 p 有 具有 对 称 性 。 
四 若 对 任何 非 零 向 量 x 关 0, 总 可 以 找到 一 个 非 零 向 量 y, 使 得 
PERRE (1.55) 
则 称 双 线 性 函数 o 具有 非 退 化 性 。 


EE п 维 仿 射 空间 中 ,给 定 关于 自 变量 向 最 x,y 的 一 个 固定 的 双 线 性 函数 
poop ERR EGRA. 54? 式 及 非 退化 条 件 (1. 55) 式 , 则 称 此 念 射 空间 为 x 
维 欧 氏 空间 。 

内 积 


ф(х • у) = (х * y) 


х,у) = 时 , 称 该 两 向 量 Y 和 y 正 交 。 


HEKE: 
НЕЕ гі (1.56) 
由 定义 可 知 ,内 积 满足 ， 
Ca tax) . У) = (у . y) + (x, * y) (1.57) 
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(ах * y)=a(x* у) (1.58) 


欧 氏 空间 的 分 类 ， 

实 欧 氏 空间 :所 有 被 考虑 的 数 部 是 实数 ,尤其 Cr， 妨 对 任何 xoy 均 可 取 实数 ， 
称 为 实 欧 氏 空间 。 

@ 真 欧 氏 空间 ;车 对 一 个 非 零 向 量 * 天 0 时 ,有 x DORRERA NAAK 
氏 空间 。 

名 伪 欧 氏 空间 , 当 140 时 ,x ПП ЕЗДЖ, 

例如 :四 维 空间 中 的 点 : AC a r D, BO iy у, P А,В 二 点 之 间 
距离 的 定义 为 

2 2 


x 2 2 2 
AB (0—6) O, 21) TO, 2) ДЕД ху) 


当时 间 坐标 较 长 时 ,会 使 向 好 二 让 为 负 。 在 相对 论 的 研究 中 会 讨论 这 种 
情况 。 

国 复 欧 氏 空间 ,所 有 的 数 均 为 复数 ,这 种 Euclid 空间 称 为 复 欧 氏 空间 。 

这 里 ,我 们 讨论 的 是 = 维 真 欧 氏 空间 (了 ), 

1 度量 张 量 

Ф® e G=1,2,--.,n) М Euclid 空间 的 仿 射 标 架 ,将 向 且 х,у Е 
开 , 即 


Leia ye Cade зь ap id 
(x y) (ze) Уе ry (е, e) BTY 


def 
Ei 


Cre) ijl (1.59) 


式 中 ,系数 s, 称 为 Боса ЖИЕН ЕШ, 分 别 为 x,y 的 信 身 坐标， 由 前 
面 讨论 可 知 ,8, 为 二 阶 协 变 张 量 。 由 肉 积 的 对 称 性 可 知 ,g, 为 二 阶 对 称 张 量 
并 有 


BSE. (1.60) 


© 


全 度量 张 量 的 非 退 化 条 件 。 
由 非 退 化 条 件 可 知 ,对 任 一 非 零 向 量 * 天 0, 总 可 以 找到 一 个 非 零 向量 >, 使 得 
ae 及 天 90。 也 就 是 说 ,不 存在 一 个 非 雷 向量 * 天 0, 它 和 空间 内 一 切 向 量 均 正 交 ， 
称 这 样 的 度量 为 非 退 化 度量 。 

度量 退化 的 充 要 条 件 是 :其 度量 张 量 8 KIIRETE B 


detLg; 1=0 (1.61) 
Ж 设 度量 是 退化 的 , 即 对 140,4 


(х+ p=0,Yy (1,62) 
即 x=0 
(x+ у) = (х,у) =0, Уу 


х-ке. 
і 


j 
=ye, 
у= y j 
‚ ууў=в.д!у? 
(х,у) gz y 


而 又 已 知 р(х, у), Bl 


(х • у) =0 
所 以 
кулу! =0, Vy, G=1,2.--,m (1.63) 
由 于 y 的 任意 性 ,所 以 有 
gyr =0 (1,2,0) (1. 64) 


又 因 x 尖 0, 所 以 天 (=1,2，… 相 不 同时 为 堆 , 这 样 ,线性 方程 组 (1. 64) 式 有 
非 零 解 ,所 以 det [e 一 0, 因而 к, 是 退化 的 。 


由 些 , 非 退化 条 件 等 价 于 
Че, 150 | (1.65) 
Ory 是 非 退 化 的 和 坐标 系 的 选择 无 关 。 


E-E ЖЕЛКЕН 


#; 为 二 阶 协 变 张 量 ,因而 在 任 一 新 坐标 系 下 ,有 


有 一 (1.66) 
tj i jJ D 


由 detA; 74ГА), ,可 得 


detla y, J= detla; JJ вби, ] 
即 
(Сес ТАУ Ice (1.67) 
H e, 中 在 一 个 坐标 系 中 不 为 零 , 则 在 任 一 坐标 系 中 也 同样 不 为 零 。 


结论 :在 4 维 仿 射 空间 内 ,引入 向 基 的 内 积 , 等 价 于 在 n 维 仿 射 空间 内 ,给 定 一 
个 满足 对 称 条 件 和 非 退 化 条 件 的 度量 张 景 g; 。 


2 道 变 度量 张 量 


已 知 :g; 为 非 退 化 , 则 [Lg; ] 为 非 奇异 阵 , 其 逆 阵 存在 , 记 为 89 。 


证 go 为 二 阶 逆 变 张 量 , 且 有 


z ъ= 1.68) 
к=к), dela” I= agg] za (1.69) 
同样 z” 也 是 对 称 和 非 退 化 的 ,有 


ЕК 


Ё] _ 
£ Ryg Сб 


e e, „AAY =А АЙ 


БАРЕ АЛАР , 缩 并 后 得 
-n 


张 旱 分 析 
ии 
m. j ij ут 
ДУА в gu б, 
ii 
mj ут 
Е Ej 8, 


比较 上 两 式 ,并 注意 到 逆 阵 惟一 ,可 得 


, 


;: 
m Anai gii 
£ j Ë 


(1.70) 
ЖД,” 满足 二 阶 道 张 量 的 变换 规律 
3, 三 维 киса 空间 中 ,度量 张 量 与 基 矢 量 之 间 的 关系 
def | 
g ee (i,j=1,2,3) (1.71) 


вок, ERREAREN 
Eu Rl2 fg 

[gy]= |а #22 823 
[831 B32 B33 


En Еро Вуз 
def 


ты в = 2 
g Eg; 115 Bol Fog Бо =le; +e [5t] e, e) #0 (1,72) 


E31 Ba2 B33 
下 曾 证 明 (1.72) 式 成 立 。 
el ,ez :63 为 Es 中 的 三 个 基 矢 量 , 所 以 为 非 共 面 。 
在 Es 中， 


2 
(e, е е.) = 12811 


[еее Xe |= 16] 22 ёз (1.73) 
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因为 
所 以 | 


(е, e) (ерте) (ете) 
)2 = Ce, +e) Се те) (e, >" e) 
(es te) (ете) бете) 
Rll B12 B18 
= |6 B22 B23)—|[gs]|=s 
Езу 832 B33 
Ce е, e,) 70 
Lg; I= te e, e) #0 


(1.74) 


ЖЕ, 中 ,任意 向 量 Y 可 表达 为 三 个 非 其 面 向 屋 e1,6;,6; 的 线性 组 合 , 妈 


Zyl 2 Giy 
V=V e tV e, tV е, 


V=Vie =V'e 
1 r 


ur 
V. e =V Bir 


为 任意 向 量 Y с Я 


而 | 
FIV 有 解 的 充 要 条 


7 一 Y 
g Уе; 


" _ 2 
Ге, 1|= (е, е, е) 30 


4 É, 中 不 共 面 的 二 组 基 拓 量 {e d ) 间 的 关系 


这 二 组 基 矢 量 也 称 为 共生 标 架 。 
先 引进 不 共 桓 的 一 组 仿 射 标 架 的 基 拓 基 е (el оез ,63 )， 再 引进 不 共 面 的 另 - 


组 仿 射 标 架 基 矢 量 e 《ei е" 


3 
е). 


е, Me 正 交 , 且 e, e 


一 1, 因 为 


(1.75) 


Ve BDE V A Me, 的 二 个 分 量 Y 是 惟一 的 。 


为 其 系数 行列 式 |[8;; ]| 天 0, 因 此 Е. 


e 为 三 个 向 量 , 称 为 道 变 基 矢量 或 反 变 基 矢 量 ; 
e 为 三 个 向 昌 , 称 为 协 变 基 矢 量 或 共 变 基 矢 其 。 


设 方程 (1, 76) 式 有 解 , 则 其 解 é 必 可 表达 为 e) 的 线性 组 组 合 ,如 


e 一 е. 
в fj 
2 2 ij ji 
e =R e, e =g" e е = ge 
3 3 
е J 


“ёсе, geme „=, 
再 进一步 分 析 (1. 78) 式 : 


Гай l-e а 10815 1 ев 


IL I= 


0 
[al x 
ШУШЫ ° 6) 0 
а 10е € ео 


(1.76) 


(1.77) 


(1.78) 


®-ж KEZKEN 


所 以 [8 76, IAWR, 
ЖЖ. Т?) FERREA |[ z 1| 20, НЕ. 
从 (1.77) 式 出 发 ,讨论 2 Me, MXR. 


i_ ij 
е = е 
E 1 


FAR le, ВТ E ,利用 公式 得 


g 


а. тоз e° , р 


= jkt ) 
e Lese 
е | eXe 
所 以 ee Хе `e. 


k 1 
=ale, e е) С, ) 


e,) 


k 


=а(е е, 


d= G jk BEID (1.79) 
(е е es) 


нят 
j. Ё 
一 一 全 关于 чың а.о 


(€ е е) 


(1.79) 式 和 1. 80) 式 说 明了 两 组 不 共 面 的 基 笑 量 ( 协 变 基 e MEEF DZ 


间 的 关系 。 
这 组 共 绒 的 基 矢 量 还 具有 以 下 性 质 : 


一 33 一 


一 (el . 2) (1.81) 
¿= (1. 82) 
ё Ае (1.83) 
于 而 证 明 (1.83) 式 成 立 。 
; P i 
证 e = ey 


ge ‚= Абеу =A; AT Ag gte Sg A e SA eE 


(1. 83) Л, За А СЕ ОЛЧА Е. 
小 结 :e е) 之 间 的 关系 如 下 : 


; : fl, i=j 
1° e te=] 1 
j j |0, #0 


本 节 已 对 以 上 各 式 进行 了 详细 证 明 。 
5. 向 量 的 坐标 表示 


任 一 向 量 V, 在 仿 射 标 架 中 ,二 组 非 共 面 的 基 拓 ee 和 e, 一 般 不 重合 ,所 以 V 可 


一 34 — 


F-E жилка 


分 别 用 Re, ШИНА ЖЕШ 


V=Ve =Ve, 
DOV 的 道 变 分 量 为 
уе “„=У', е 
v =V Eg (1.84) 
V? 为 Y 的 逆 变 分 量 。 
(2)V 的 协 变 分 量 为 
уур (1,85) 


V. ЖЗ V ЮИ, 


任意 两 个 向 基 : 
i i 
и=ие Sue 
L L 
у=е =v е” 
J 1 
Ј J r 
usy =e teu v =g. ил Suv =u v 
u J D 1 r 
| .: { А 
е «Фи, =glu o =uv >u v 
L j 1} i r 


пФ а=», НЕШИР ||, DUE Н, 
аа сега асосаи 
在 正 交 坐标 系 中 


VV 一 Wg 90 MEREKA RV 只 有 一 种 分 量 。 而 在 仿 射 坐标 


系 中 ,V 才 会 出 现 两 种 形式 的 分 其 一 v Mo 
在 Descates 坐标 系 中 的 |[8; ]| 有 


жая __. 


[s= 1 0118) 
Iis 1087 11 
所 以 в? = 
севе =d e =e ОЕА ЧА 


§ 17 向 量 的 又 积 ,Eddington 张 量 


(1)Eddington 张 量 的 表示 式 为 
( ) 
ijk 6 6 % 
ijk de i ; 
e — е ё) (1.86) 


Е 


jk def 
Ee, е е) (ў#=1,1,3) 


Eddington 张 量 代表 了 以 6,,,,6; 为 边 长 的 平行 六 面体 的 体积 (当然 是 指 sx )。 
下 面 证 明 (1. 86) 式 这 三 组 量 为 张 量 。 


def 


证 €. 
根据 定义 ,在 新 坐标 系 中 : 
BY =e, ° е, Хер 
=Are ғ Абе, X Ake, 


k 


= AL AÍ 
SAPALA YE A (1.87) 


те ИИК. 


同 理 可 证 ,e 为 三 阶 道 变 张 县 。 
jk 
е оинаи, 


(2 在 又 积 中 ,Eddington 张 旦 具有 和 度量 张 量 在 点 积 中 类 似 的 地 位 。 
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i; 
иХу==и ve Хе 
t 了 


i 
uXv+ e =g uv 


£ “jk 
в 08 
uXy' e =ç u.v. 


(1. 88) 式 即 为 叉 积 wXy 的 协 变 和 和 道 变 分 量 。 
u,v 两 个 向 量 的 夹 角 为 


r 
utv uv, 
соѕ (и, у) = т 
ШЫ fk fi 

u u vu 


J 


; k ; А 
(uvw)=u uu (е, е, е) =, u uhu 
гёр US, 


(3) 利 用 向 其 三 重 积 的 性 质 ,Eddington 张 量 还 可 表示 为 


VR， i,j ,各 是 (1,2,3) 的 偶 排 列 
ETJ VE E ,如 是 (1,2,3) 的 奇 排列 
0， 其 它 情形 

Cisjo 有 是 (1,2,3) 的 偶 排 列 


L 
Vg 
£ =+_1 .. 
一 一 ， G,jb)E(1,2,3) В НЕ 
£ 
0， 其 它 情形 
в (js 是 (1,2,3) 的 偶 排列 
一 gy /VER， jOE DAEA 


Е i=j Rj Sem jk EAL DHARA 


取 负 号 、 偶 排列 取 正 号 其 它 情形 
0， 其 它 情形 


jk mjk 


(1.88) 


(1.89) 


(1.90) 


(1.91) 


(1.93) 


KEH 


下 面 由 (1,92) 式 (1.94) 式 证 明 (1.93) 式 。 


jk mjk mjk 


Е _ 1 

š ИТА 
jk 

所 以 € =s МЕ G=jmj, HERIND 
Ж mjk 1 
E; д6 КҮҮ ТИШ 


СОГАН Е да R ЕНШ. п] HJ БЫЛ ЖК. Bl 


6 ке) 


в) (2,76 H 1,2,3 的 偶 排列 》 


e Syg Xe) 


证 (etem, е} {фе Lee [е Xe, 
1 J J j k 


所 以 ёе Xe ) 
jk 
i . 
e, * e Soe, eXe 
А 1 
所 以 二 一 
(注意 :上 面 的 i 不 是 求 和 指标 ) 
代 回 中 ,得 66р 


利用 (1.95) 式 、,(1, 91) 式 (1, 92) 式 还 可 得 到 
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(1.95) 


(1.96) 


(1.97) 


(1.98) 


й-# 张 量 及 张 量 代数 


证 由 (1.95) 式 得 


е, хее 


而 当 jk АНЕ E, =, 


ИЩ = Ë 
所 以 Хе, Š; 


rsi 
(5) Bts Ec в; 和 Eddington 张 量 间 还 具有 以 下 关系 ， 
将 (1.97) 式 和 e， 作 内 积 ,得 


将 (1.94) 式 两 端 乘 E p PRE f 


所 以 Е 


同 理 可 得 


(6) 用 Eddington Ж ЖК Е x, y 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 。 


中 在 Descates 坐标 系 中 ,可 用 |xXy| 表 示 平 行 四 边 形 的 面积 。 
x J k 


хху= 11 
Ур % 3 
四 在 仿 射 坐标 系 中 ,有 
jk 


' ij 
=r = 
xXy Sry eXe zy £ е 


(1.99) 


(1,100 


(1.101) 
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ЖЕЛ 


m 
Sa yue p e zy e, 
由 向 基 的 定义 ,有 
[zx y|? =(xX y) * (xX y) 
、 par 
=0у/е де) . Gy e) 
Dr k 
=гу?” ñi (1.102) 
=< у TEE . 
(1.102) 式 即 为 由 x 和 y ARK FIAP RREA. FR, ERR ba = 
中 ,计算 两 个 向 量 所 围 成 的 面积 与 两 组 坐标 :x ,y BRIR rh B ИЙ тэу, 
都 有 关 。 


=+; 
+ y T IEE 


1-3 ДЕЙШ 
由 (1.98) 式 中 第 一 式 可 得 由 标 加 向 县 ( 基 矢 县 )e ,e 组 成 的 平行 四 边 形 面积 
( 见 图 1- 3)。 


21 Е 
ЕТЫ 
У =le, Хе [Vee (1.103) 
园 理 可 得 


кор 
2 =1ехе |= /ee (1.104) 


ŠA8 Ricci 符号 ,广义 Kronecker # 4 


在 任何 坐标 系 里 ,Ricci 符号 均 按 以 下 取 值 (Ricci 符号 也 称 为 排列 符号 ) ， 
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g ы 1， ijik ЖАНЕ 
e Rep i, уен 
0 ， 其 余 情形 


即 eg =E =+1 


Ricci 符号 和 Eddington 张 量 不 同 。 


Eudington Ë e pe 是 绝对 张 量 ;而 Rii 符号 ol AKERE 
对 张 量 ) 。 

以 下 讨论 Ricci 符号 的 变化 规律 。 
ЖЕТ ИЗИНЕ Ж, АРЕ) Rici 符号 的 含义 ,任何 矩阵 [ar ,] 的 行列 式 均 可 
KRIT: : 

TAR Ca” JARIR: 


Га" J| =e a аў, а, (1.105) 


="! а? аў (1.106) 
ra 


基于 Ricci 符号 的 反 称 性 和 哑 标 可 任意 代 换 ,可 和 


т 5 t 
К .а 


=—A,.. (1.107) 


因此 ,关于 j k 三 个 指标 均 为 反对 称 。 
зуг, 1,2,3 时 ,(1. 107) 式 就 等 于 行列 式 |[a… Jlo 
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_. r š m 
gen 4. [Ca Jleg (1.108) 
a КА а АЕ Ma” „4 Bu (1.109) 
а ава Га аы ув (1.110) 
将 (1. DRMC. 109) 式 乘 变换 ЭХ ILAR ,| 和 |[ [LAD Л, 得 
iaj = 
ALALAY = ILA] е 
Pa АА =гАЁ СР 
ЇЙ 
ep =|ГАЬ Ji LALALA E ann 
IY ГАРДА! ГАЛ де 06 (1.11) 


apama. онн ma k=saawa KRANA в 
+1, 
Й тн, 


imn 
. 21 Eddington КЕ Epp E КТТ К. 
Ricci 符号 和 Eddington 张 量 又 有 联系 : 


ы е, ер) set А е, “= E (1.113) 
Er dk l 2 el (1.114) 
Vg 
(1,113) 式 和 (1. 114) 式 很 重要 ,根据 它们 可 得 广义 Kronecker 符号 的 进一步 
具体 表达 式 。 | 
J X Kronecker 符号 ， 


= 4 — 


第 一 章 张 量 及 张 量 代数 


0， ”有 两 个 或 更 多 的 上 (或 下 ) 措 标 相同 ， 


或 四 上 .下 由 不 同 指标 组 成 。 
| САРИ 
paa д 20, “0 0.0, 0 (1.115) 


И WEI ai2=1 
=l, jji 奇 排列 


0， ”和 上 面 第 一 种 情况 相同 ,上 、 下 指标 的 区 别 为 偶 排 列 
ijt ijl 
rst b da Tin 


—1, 汗 下 指标 的 区 别 为 奇 排列 


жаў 093-1 (1.116) 


J Ж 


1. F] n 维 仿 射 坐标 系 中 做 任 一 向 量 x ,说 明 并 写 出 用 Einstein 规约 的 表示 法 。 


2. Eddington Ж €, (或 є OB Rici E e, (或 二 ) 之 问 的 关系 式 是 入 
样 的 ? 这 两 个 量 都 是 什么 张 基 ? 

3， 推 导 仿 射 坐 标 系 中 两 组 基 矢量 之 间 关 系 的 表达 式 。 

4 在 仿 射 坐标 系 中 ， 


《1) 向 量 的 坐标 变换 为 ， | у 


Ж АКША! 是 什么 关系 ? 
(2) 仿 射 兴 标 的 基底 变换 为 
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张 是 分 析 


这 其 中 АТ 和 A 是 什么 关系 ? 

GA xi Me = Abe ERPINA 及 A 之 间 又 是 什么 关系 ? 

5. Eddington RE e, p et Жел 的 定义 及 物理 意义 是 什么 ? 

б. 证 明 两 个 张 量 a MO, 的 乘积 仍 为 张 量 。 

T 证 明 : 张 量 3, 关于 指标 缩 并 后 仍 为 张 量 。 

B сар, ЛА Р ЕЕС ИЕК, Хат ВИНА 
张 量 。 

证 明 :ap 为 一 个 三 阶 协 变 一 阶 过 变 的 张 提 ， 


9. 用 张 量 求 柱 坐 标 系 (y,9,z) 和 球 坐 标 系 (R,69,g) 之 间 的 变换 关系 。 
10. 证 明 : 任 一 个 二 阶 张 量 可 分 解 为 二 阶 对 称 张 量 和 二 阶 反 对 称 张 量 之 和 。 
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BOE KE 


本 浊 主 要 研究 三 维 真 Euclid 空间 (E, ) 中 的 张 量 分 析 ， 
用 上 是 最 广泛 的 ,在 这 个 基础 上 ,又 可 进一步 推 六 


为 E, 中 的 张 重 在 应 


到 E 和 和 仿 射 空间 。 此 外 ,我 们 
还 将 对 平坦 流 形 和 Riemann 空间 的 张 量 分 析 进 行 讨论 。 


$21 曲线 坐标 系 


ЖЕ, 中 的 仿 射 从 标 系 {y ) 内 人 oii ЖЭПЕ ‚НИЕ Р HREH 


i 
К=те., 
i 


HAXE 中 的 某 一 连通 域 ,在 О 上 给 定 了 仿 射 坐 标的 二 个 连续 可 微 , 并 且 是 


单 值 的 函数 (我 们 引入 了 新 变量 {zi)， 


іу у) (0=1,2,3) 


z = бу) 


FRETTEN ЕН z 的 变化 范围 


уус) 


更 确切 地 说 ,从 方程 (2. 1) 式 可 以 解 得 函数 y 


Р] {ТЕА 


,使 y 为 


y =G) ,22 29) (i=1,2,3) 


<2.1) 


(2.2) 
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ЕВ, О DATERER M DS E 中 区 
Mo ЩА, CRER EO REKTE } 和 该 域 上 的 仿 射 坐标 系 


{y 之 闻 , 由 可 雍 的 . 互 为 单 什 的 ,连续 可 微 的 变换 柏 联 系 , 则 称 {x о 域 中 的 
线 坐标 系 ,如 图 2 - 1 所 示 。 ` 

这 样 ,在 整个 区 域内 ,正和 逆 两 种 变 
换 的 Jacobi 行列 式 均 不 为 零 , 即 


2; j=: (2.3) 
By 
考虑 到 
ria e 
1= [18311 B 25) | 
又 有 "x #0 (2.4) 图 2-1 
ЖЖ ЖАПЕ HO AE RE H SU, 
дк дд Әт ы 
дг? Әу Әх) д! J 
[1 ax асау =š 
aytar i 
ax әу! 
ни 24-21 
әу! Әг 


注意 :再 次 强调 ,Jacobi 行列 式 不 等 于 零 , 只 能 保证 在 某 一 点 的 领域 内 单 值 、 可 
逆 , 而 不 能 保证 在 О 域内 单 值 可 逆 , 所 以 必须 在 整个 侣 域内 ,(2,3) 式 和 (2.4) 式 均 成 立 。 


А HEERKE- РОНА KME RREY 
Ri), 固定 一 个 坐标 ,例如 zl 而 令 其 它 两 个 坐标 лол 取 所 有 可 能 值 , 则 矢 径 


FIE KED 


端点 在 区 域内 划 出 轨迹 zl = const, 称 为 zl 坐标 曲面 。 两 个 坐标 曲 
华 标 其 线 。 三 个 坐标 曲面 的 交点 ( 单 值 性 的 要 求 保证 了 交点 只 有 一 个 ) 就 定 出 P 


点 在 空间 的 位 置 ,如 图 2-2 所 示 。 


у} 


图 2-2 
= 
Вр = =c, 
= =C 


3 
上 式 代表 三 个 坐标 曲面 ,交点 为 卫 。 


$22 曲线 坐标 下 的 张 量 


1. 局 部 标 架 


H IZREKA 


设 z (i=1,2,3) 为 EE ПЕШКА. (УЕ, Ч 


系 。 域 上 任 一 点 已 到 原点 O 的 矢 径 OP 一 及 ,区 


的 仿 射 坐标 
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KEHA 


R=R(z =R (2.5) 
过 卫 点 有 三 个 坐标 线 : 
2 жа, 
ра НЕ, Q LARRET 
z 坐标 线 
到 过 了 点 切 于 坐标 曲线 的 向 量 为 局 部 标 架 。 
令 e ELR (=з) (2.6) 
ри 


坐标 系 {z} 本 身 完全 确定 了 基 矢量 的 方向 和 长 度 。 
所 以 {e,} 为 仿 射 标 架 上 的 协 变 基 撩 其。 由 于 {x ) 举 标 系 
是 随 点 的 位 置 而 变化 的 ,所 以 6, 是 点 了 的 函数 ,因而 这 
种 标 架 称 为 局 部 标 架 。 它 随 点 了 运动 ,因而 又 称 为 活动 
标 架 ,{x'} 称 为 活动 坐标 系 ,如 图 2-3 所 示 。 

局 部 标 架 +, 是 由 i 形成 ,而 “是 坐标 线 在 P 


点 的 切 矢 量 。 一 般 讲 e, 不 是 单位 矢量 ,而 且 一 般 也 不 正 


交 , 即 图 2-3 
e. + е э®ф. 
1 J y 
作用 在 PP 点 的 向 量 或 张 量 ,就 按 在 该 点 的 局 部 标 架 进行 分 解 ,例如 : 
v=V'(P)e,(P) (2.7) 


其 分 量 的 变换 采用 А, (PA (P) 较 为 方便 。 今 后 将 省 去 符号 (P)。 这 梯 ， 
当 我们 只 考虑 作用 在 同一 点 P 的 各 种 张 量 时 ,可 以 应 用 前 面 念 射 标 染 的 全 部 
结论 。 

当然 ,向 量 (或 张 量 ) 也 可 移 到 域内 其 它 任意 点 Q 来 讨 沦 。 这 时 存 


V=V (Фе (Q 
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#808 е(Р) е, (Q) ,因而 V AV СО), 。 可 见 , 在 曲线 坐标 系 里 , 张 量 分 
量 的 概念 和 具体 的 点 有 密切 联系 。 
例如 ; 


UtV=V (Pe СР) ТУ (Qe (Q) 
而 U (P) HV (QUY 


ЕРЮН е е, зе, MENEER BE a } 这 组 曲线 坐标 
系 为 正 交 曲 线 坐标 。 


2. 坐标 变换 


在 Euclid 空间 里 ,可 从 一 个 曲线 沧 标 系 (x 站 变换 到 新 的 曲线 坐标 系 {zi Вр 


зера) G=1,2,3 (2.8) 


旧 的 曲线 坐标 z a a e езе, 
新 的 曲线 坐标 zl д^ 
假定 已 知 这 两 组 坐标 系 间 的 关系 为 


z = 2,25) 


з 
Ж >er rey ?83/ 


1 2 3 
z, = f = хог) 


1 2 3 
z = fy жэл) 


8 P 

| Н | = det | #0 
Әх Әх 
那么 相应 的 两 组 局 部 标 架 之 间 具 有 以 下 关系 ， 


i 
„=? ®е, G=1,2,3 (2.9) 


ðr 


=) =) 
а 


ЖЕЛ 


R 


e= — 
ðr 


i 


t 
-Rar = (2.10) 
ar ar? Әх 


(2,10) ШШ ИВ ЛЕ БИ. 


3. 张 量 场 
《1) 张 基 场 的 概念 


在 曲线 坐标 系 中 ,我 们 研究 的 不 仅仅 是 个 别 的 张 量 , 而 是 张 量 场 ,也 就 是 对 空 
间 每 一 个 点 M 给 定 一 个 张 量 , 这 种 张 量 的 阶 数 是 一 个 常数 ,而 其 坐标 面 ,是 随 点 的 
位 置 而 改变 ,这 就 确定 了 一 个 张 量 场 , 张 量 场 是 在 空间 某 个 区 域内 的 每 点 定义 有 同 
型 ( 同 阶 . 同 权 ) 的 张 量 。 当 然 ,一 般 张 量 场 中 所 考察 的 张 量 随 位 置 (和 时 间 ) 而 变 


化 。 对 某 固定 时 刻 ,研究 张 量 场 因 位 置 而 变化 的 情况 ,使 我 们 从 张 量 代数 的 范畴 进 


人 张 量 分 析 的 领域 。 
所 以 张 量 计算 的 目的 在 于 研究 
用 到 张 量 场 的 运算 中 。 


张 量 场 ,第 一 章 中 张 量 代数 的 运算 均 可 一 一 运 


通常 ,数量 场 即 为 一 个 零 阶 张 量 场 ;向 量 场 为 一 阶 张 量 场 。 例 如 :电场 或 磁场 、 


速度 场 等 ,每 一 时 刻 在 空间 内 的 每 一 


点 上 都 有 一 定 的 数值 。 


张 量 坐标 , 当然 可 以 选任 一 个 仿 射 标 架 来 计算 ,但 现在 局 部 坐标 系 是 取 定 了 帅 


线 坐标 系 后 ,相应 地 张 量 场 内 每 
架 ), 而 张 量 的 分 量 是 指 在 这 一 点 的 


一 个 好 点 上 都 将 具有 一 个 局 部 坐标 系 ( 运 动 标 


局 部 坐标 系 中 来 进行 计算 的 ,这 也 是 通常 所 指 


的 张 量 在 已 知 曲线 坐标 系 中 的 坐标 。 


Ший е, 
Chalan) 


З е (М) 
(曲线 坐标 系 {x }) 


а; км) 25 (мда, (M) 
аг' 
ә агі 


a, (M)= — a... (М) 
0 Әх! Әг! 9 


, oj 
d, (М)= 92 92 (Mya (М) 
了 i J 2 


ðr Әх 


FOR ЖЕЛИ 


从 上 面 右 边 一 组 等 式 可 看 到 :从 一 组 曲线 坐标 变换 到 另 一 组 曲线 坐标 引起 张 


H 1 
ESPORA. ЯҢ HRM 点 的 值 。 
Әх 


Әх 


(OERKE к, 


1 2 
为 + 


3 
所 以 „= У) ОЪ 


(2.12) 式 是 度量 张 量 的 具体 计算 式 。 
逆 变 度量 张 量 是 go? , 则 


即 вак = 


е 一 (4 Xe /vg 


„=ё x) Vg 
i 1 g£ 
ё= 2% (е Хер) 
1 А 
e= ys; ё Xe ) 
ЕС 
і і 


(2.12) 


(2,13) 


张 量 分 析 


注意 :这 里 标 架 是 点 卫 的 函数 ,i,j, 上 是 1,2,3 轮换 。 


$23 Christoffel 符号 


1. 简介 


《1) 在 曲线 坐标 系 里 ,空间 区 域内 的 任 一 点 都 是 对 应 于 这 组 曲线 坐标 系 的 仿 身 
坐标 系 {e; 上 , 即 局 部 坐标 系 e (i 一 1,2,3) 形 成 一 个 向 最 声 。 


由 全 微分 可 知 ， 
а. а, 
de, =— dr ,所 以 一 -也 是 一 个 向 量 场 。 
© әл? Әх! 
аж е. 
e BE i (2.20) 
U ax! 
m= , 所 以 
Әх 
e =- =R, (2.21) 
7 Br7ar Ы 
R 
而 e =2 R, (2.22) 
# әгә Y 
所 以 =, (2.23) 


注意 :为 今后 需要 ,将 协 变 基 e 关于 坐标 的 变化 率 在 基 矢 量 上 分 解 时 ,用 "3i” 
“> ə 
Ri Каш. 


(2) 任 一 向 量 изе =u e" , 则 

р жей 

и З 
《3) 用 类 同 的 方法 ,也 可 将 向 量 6 分解 为 两 个 分 量 ， 
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А Бали 
о (ВЫ 
e =г* е, =гіе +P +P e, (2.24) 
ШЫГЫ уер 9677 уез 
Г, 一道 变 分 量 , 称 为 第 一 类 Christoffel 符号 
е „=> 
ў ‚ 
e; =P; 一 1% КГ, Гу е (2.25) 
Ty ЛЕ, Christoffcl 符号 
DRP, ij k= 23o 
2. Christoffe! 的 关系 式 
Ё k 
Ф ее Г дё (2.26) 
e беге (2,27) 
y U 
е ` „Г, (2.28) 
АЁ opt _ k Ë 
© e; Tae ug e 78 Loa 
m 
则 kT (2.29) 
на k km 
局 理 得 Po Sr; мё (2,30) 
Qe, =e ,有 
е =p 一 Te >r? =p 
Hb lj tu ой 
_ k_ k _ 
“Ге г; ү Гв (2.31) 
ORARE Christoffel 符号 ， 
由 (2,31) 式 可 得 
I =e, е 
ij k 
ш (2,32) 
= . k 
gk yE 
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каљи 


加 第 一 类 Christoffel 符号 的 另 -表达 式 为 
e ёр. 
í j U 

5883824 = RAS 


ey ° ete . е =дє,„ 


Dp Гр 79466 (2,33) 
Di, шуу =дк„=Ё ; (2.34) 
Г, ТЇ, jak TOE yEy (2,35) 
由 (2. 33) 式 至 (2, 35) 式 可 得 
Əg да Әв 
г 16 0—0 (2.36) 
” ar ar дт 
_1 _ 
=з “ж ТЕК T E 
由 (2. 30) 式 可 得 
а. ӘБ g 
| у" | ы ä (2.37) 
J à ШЕ: 
Ë 
гё =—е.. Z. (2.38) 
TO ә? 
3. Christoffel 记号 的 性 质 
Ë 
ФЕКА П И.Г, =R Гу =. 
85 = сопи (Æ 2 ZE) (2.39) 
下 面 对 人 性 质 中 的 “必要 性 ”进行 证 明 。 
证 p; 90 Gjak=l,2,3) 


可 知 ,(2. юля. 35) 式 二 式 左 端 全 部 为 零 。 


=0; 
аг" 


第 并 章 ” 张 量 分 析 
дЕ. 
由 (2.34) 式 二 一 站 =0; 
Әх 
Ән 
由 (2, 35)Җ=>——==0; 
Әх? 
Әя. 
Ы#,-——%©=0,® J 固定 ，k 一 1,2,3, 有 
Әх 
98; __ 
120 
Әх 
дв 
—=0 >р. =const 
БЕЗ И 
ав 
-550 
Әх 
H ij ИФ@ШО.}=1,2,3),ЖН 


8; const 


下 面 对 性 质 中 的 "充分 性 ”进行 证 明 : 
证 设 Ejj 二 const; 推 导出 Pj 50. 


由 于 g; сопы G,j=1,2,3) 
(2, 36) 式 右 端 三 个 偏 导数 为 ог 205 
(2.37) НОА >r; =0, 

加 Christoffel 性 质 之 二 ， 


ri -12de a n yg (2,40) 
1 Маг Әх 
证 Е= (е) e, 6) 


a, YE = (Be €, e) T Ce де, e) (е) А де) 
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=r (е е, 


? 
_ 1 2 3 
=O TP, +I, (еу ê, е.) 
1 z 3 
Dni 
=P (el e e,) 
=m 
=P z 


所 以 ri = 9k 19 YE ng 
АГАЙ 

ФЛЕШ ЕДЙ Christoffel 符号 : 

їл! л HAMBRE Гу, 

' ТОРГЕ: гу, кө 

讨论 这 两 组 Christoffel ичи 的 关系 : 


设 新 旧 坐 标 分 别 为 к 和 x ,有 


由 (2. 26) 式 ,得 


3 , 


所 以 г, БАЛЛИ 
Í artar j 


j j 
ets 《el е; e tr, (е, 


3 


ё 


2 е,) 


(2,41) 


FIE ЖЕЛИ 


(2.41) 式 即 为 Christoffel 符号 的 坐标 变换 公式 。 
同 理 可 得 


‚лкк Ө 
ipi pir, 一 全 二 ph (2,42) 


由 (2. 41) 式 和 (2. 42) 式 可 知 :Christoffel 符号 不 满足 张 量变 化 规律 ,因此 它 不 
构成 张 量 。 TERAEEEKAERRENTARENHN T (2, 41) 式 和 


2 
CADRAR P pèt j 均 等 于 零 ,于 是 两 种 Christoffel 符号 便 像 张 量 一 


Әх ті А Әх 
样 变换 了 。 
对 (2.42) 式 中 ij ина, 并 利用 (2. 40) 式 的 结果 可 得 


ala /z=a, In gA _ Pi дз (2.43) 
Әх ior кох! 


Wb T i 
. 2 2i 
rh AAA BR AA 2адан 
Ка Әл дт Әх Әх Әх 
a, a I —- ay 
Br дк Or 


g 为 在 新 坐标 系 中 的 度量 张 量 行列 式 。 
{24 张 量 场 的 微分 和 导数 
本 节 的 目的 是 建立 张 量 场 的 微分 表达 式 和 包含 张 量 导 数 在 内 的 表达 式 ,以 及 


这 些 表达 式 如 何 成 为 张 量 的 分 量 。 上 节 中 已 研究 了 由 基本 张 量 g, 形成 的 两 个 函 


数 ,这 亢 个 函数 即 第 一 类 Christoffel 符号 和 第 二 类 Christoffel 符合 P f Гу. 
虽然 这 两 个 符 叶 不 是 张 量 ,但 在 张 县 蕊 的 运算 中 常用 到 它 , 具 有 重要 的 作用 
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下 面 先 讨论 向 量 场 的 微分 。 
(1) 零 阶 张 量 场 
零 阶 张 量 是 一 个 数 , 前 零 阶 张 量 场 是 一 个 函数 。 


BRUG ,zz3) 是 一 个 零 阶 张 量 场 。 


DU —dU dr + 


(2.44) 式 称 为 零 阶 张 量 场 U 的 微分 。 


VU= (i=1,2,3) 
ax 


(2, 45) 式 称 为 辟 的 协 变 导数 。 

SU W 0 0 
дг! ar! ‘gz "эг? 
(2. 46) 式 称 为 一 阶 协 变 张 量 场 。 
(2) 一 阶 张 量 场 一 一 向 量 场 
向 量 场 U 可 家 示 为 


о= 0 (曲线 坐标 系 下 为 活动 标 架 ) 


dU=dU*e +U de 


将 (2,47) 式 代入 dg 中 ,得 
n m 
dU =Ute, НГ e dz 
=qU +U e dz” 
пт k 
= (dU +U" да” зе, 
т 


W 为 一 矢量 ,所 以 
. 58 — 


(2.44) 


(2.45) 


(2.46) 


(2.47) 


(2. 48) 


рок = tr оа" 
是 dU 的 逆 变 分 昌 , 也 构成 - 阶 北 变 张 其 场 , 称 它 为 “ 阶 道 变 比 其 场 ! u° 
分 或 绝对 微分 。 

(2.49) 式 义 可 写 为 


k aut mk m 
pU = ar Y ma (9 
def 917 k 
„ULU трі 
m Am 


ATER IE t 


(2.531) 


DU? 为 一 阶 着 变 张 虽 场 ,而 de” E EB Н ЕТО i 1 


(КГР 
Әй 


ar” 


„HUT k 


щн 
为 KERES U WD aE E pv U, 
HITE ШШ, U, 协 变 张 量 的 协 变 导 数 。 
UU. ЧО) 一 一 阶 协 变 张 量 场 ? 


dU, = dU . e tU . de, 


т 


. = Т 一 . H . M 1 " т ， 
dU е dU, U Г ең ах d, Т U d: 


ло, m 


n т} 
DU, d Г н 25 г, U 
aU 


DU, 称 为 一 阶 协 变 张 明 DA 的 协 变 微分 或 绝对 微分 


def аб, n А 
vU, CUT (mA=1,2.3) 
k m n km 
Әх 


由 (2.52) 式 可 知 ， 


бт 


张 量 分 析 


DU 为 В ki. dk” 为 任意 的 一 阶 道 变 张 芋 , 根 据 张 量 的 商法 则 ， 
а: 
Ë n 
m mn hn 
为 - 阶 胁 变 张 总 , 称 它 为 一 阶 北 变 张 最 场 :Uj 的 胁 变 导数 ,定义 为 Wa Ui 。 
(3) 二 阶 反 任意 张 基 场 


ИЭК 7 
DU do =i rË U, +P U. ida” 
р dp TE рар 
(90, |> 
00 U, or U эк (2.94) 
т ин il 
Әт 
DU, | 为 ТИВКА, U, ; ПЕЛ. 
әй 
пей 3 
vu 一 全 OU LU U) (2.55) 
й аг" im ` Pj ин 


чый, Wy Wi akati, ЖЛЕ Ж, РОВ БИЕ ЗЕ ЕТ ЖО, ИГ 
v U. эж СНК, 
WH a аня 


pui = siri, Ог? Ui ya (2.56) 
J J Pm J m P 


ил 称 为 BBA ЖЕНИШ, ;的 协 变 微分 。 


z ай, | m 
DU =+ [г иР—гР Up Tide (2,57) 
1 ar Pm J Jm P-] 
i de әй 
v U Lp U го ш ‚) (2. 58) 
j ә” Рт 


VU BARAMU MUERE, 
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3 UR каљи 


(4) 四 阶 张 最 场 
同 理 ,可 以 推 求 任 -" 张 量 {UY } 的 绝对 微分 公式 ， 


uy 0 4 Pi ! j P ij Рой k 6 
DU, 40, г, РӘ» Frp 0) Г Чр, Tu Up idx (2.59) 
uë 
10 з Pi гі yP ДЕ Руд 
wU = = —®+г ЬШ ГЬ, гр „Up Гь (2.60) 


тШ 称 为 四 阶 混合 张 量 场 {U 1 的 协 变 导 数 。 
DUË =v, UË dr“ 
所 以 , 张 量 的 绝对 微分 也 是 张 量 。 


利用 Christoffel 记号 在 坐标 变换 时 的 变化 规律 ,可 以 证 明 ， ри КТЕ 换 
时 , 仍 满足 张 量变 换 规律 , 即 


ри -aa a аг агр (2.61) 


ar Әх! Әх’ Әх" 


(UÈ уф RAV U? ОВ УКВ RE A EE Е 
它 在 坐标 变换 下 的 变换 规律 为 
or аг” аг 81, 
әгі Әх” Ету аг" Br 


为 了 应 用 张 划 绝对 微分 法 进行 计算 , 须 建 立 张 晶 绝对 微分 运算 与 张 量 的 各 种 
代数 运算 ( 张 其 和 、 张 量 之 积 , 缩 并 拿 ) 相 结合 的 法 则 。 这 些 法 则 ,与 通常 意义 上 的 


(2, 62) 


微分 法 则 相 类 似 。 
中 求 导 法 旭 : 
Dla, +b, )=Da +Db, (2.63) 
D(a b )= (Da )b. +a Db (2,64) 
ij ¿ j i j 


FRENO. 64) 式 成 立 。 
6 — 


3 Ë > f 


证 Dab аро Ра +r? ab idr” 
б} ij m Ру jm í P 
m 


=(da)b +a (db )-b r a de” ca PP b ,dz 
i 7 i 1 J m P j jm IT 


=(Da.)b +a Db 
i j i J 
-最 情况 下 ， 


i 


a авто рст? 


i ii 11 
D412 =DB 12 +DC 12 
jda ПТА ША 


AULI Bl? усте 


т š 


KACHI 1» 12 


(2.65) 


@ 缩 并 运算 与 求 导 之 间 的 关系 : 
Dab = (Da 20 +а De 


HAEREA T ET LART IE s И АЕТ ЕРЛАН E АС E F E 
微分 后 进行 指 祭 缩 并 。 


$25 度量 张 量 的 绝对 微分 


度 草 张 基 的 协 变 导 数 但 等 于 零 , 其 绝对 微分 岂 民 等 于 堆 。 
=”, =0 
由 (2.55) 式 可 得 
PP 
ШИШҮҮ (2.66) 

ә ry pip é И 

出 (2.27) 式 (TT, —е. «е ), 可 得 
ў ij 
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# 8 KM 
P o Po Е 
Гбр T y Ере 0 De.) 


dg.. 
W Ty TP =— RM. 66) 式 中 ,得 
Vag =0 (2.67) 
Dg.. =V;g йт =0 (2,68) 
g; 9807 = . 


ABRE д) ЕТЕГЕН h. WE, 


#= 

1 |0, гё) 

所 以 +8! =0 (2.69) 
Da =0 (2.70) 


下 面 证 明 上 述 两 式 。 
证 由 (2.58) 式 可 得 


v = tn yk 


AP i 
ара 
Ай D8’ =0 
度量 张 量 的 逆 变 分 量 的 绝对 微分 表示 如 下 : 
ЕЕС (2.71) 
006 )=0 (2.72) 
B, = 
ge = 
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根据 张 量 积 的 绝对 微分 ,可 得 
8 


iñ By ysi | 
УЯ ga ТЕ Yë gj ўд; (2.73) 
СЕА 三 0, 因 此 有 КАЛУ =0, 
АРУ, = 0, 02.79 
š — 
VEB Bg 0 (2,74) 


《2,74) 式 为 一 线性 齐 次 方程 组 A 

Яе Сав; 150 
所 以 有 wa =0, g” =сопз1 
即 чы” =0, Dg’ =0 


度量 张 其 的 绝对 微分 ( 协 变 微分 ) 及 协 变 导 数 等 于 零 。 这 样 , 对 任 一 张 量 , 当 指 
标 上 升 或 下 降 时 ,度量 张 量 与 协 变 导数 运算 符 的 次 序 是 可 以 交换 的 ,好 


v, скай” = pU” EAA =s U” (2.75) 
或 ДШ =EN (2.76) 


(2.75) 式 和 (2. 76) 式 的 结果 ,给 张 量 的 绝对 微分 运算 带 来 很 大 的 方便 。 


》2.6 Eddington КЕ 


FAEH: 
n 0 
v Л —0 

; _ АР Pp, pP 

证 Ўл 8, Гер Гр Typ т?) 
Ej Be ajk (1.113) 
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сў КВТ 
1, 7 此 偶 排列 
ев) 715 БААНЫ (1.114) 
O, 其 它 情形 
— ik i j 
пет Гы D my Tok в 
гә Ve _ 
= ЕЗ i +P +r G| 
ijk ЕЯ т ті ту mk J 
(Zk) 
í 
iƏln Vg_ pP | 
=% m Tap |0 (2.78 
| Ə. 
ч jË т P tq 
由 于 € TR R B Enpa (2.79) 


jk im iP kg _ ， 
Ve =8g8 8 B Уе ру 0 (2.80) 


Š 2.7 Riemann-Christoffel 张 量 (曲率 张 量 ) 及 Riemann 空间 


任何 张 草 的 绝对 微 商 仍然 是 张 量 。 在 满足 连续 性 条 件 下 ,一 般 偏 微 商 的 次 序 
是 可 以 交换 的 ,那么 , 协 变 导数 的 次 序 是 否 可 以 交换 呢 ? 下 型 将 研究 协 变 微分 的 交 
换 性 问题 ,并 在 讨论 中 ,引出 Riemann KB, 

和 和 度量 张 基 同样 重要 的 是 Riemann ЖШ. 

我 们 以 向 量 场 为 例 进行 讨论 。 


А=А e 
(A AENEA W ik ЫИ. ОВАА СС. 
阶 协 变 张 量 ) ,所 以 可 以 对 它 再 求 协 变 导数 而 得 二 阶 的 协 变 导数 : 
w VAr Има 
但 我 们 也 可 以 变换 求 导 次 序 而 得 到 另 一 个 二 阶 协 变 导 数 : 
УА ВКА 


3 ЕЛ 


PRISTE V, VA. ЖУ, VA, 是否 相 等 ” 并 引出 Riemann КШ, 
f Dikim A. ВОНА а Эу 
i 
a Елш А гед (2.8) 
ji i эг? йо a 
да 
Ура = Pta 一 Fw , 
dji аг’ kj pi ki 3y 
[дА 1 oA \ DA | 
有 YA — A lpr 2-ге A | 
Әх [Bx! +a I lar а) ' аг! m а 
2 
А Л А 
= И аг" |А 一 «2 ai FeAa 一 
Н агаг! Әг Je Лә Ча Bi а 
| BA, ， 
гу 一 十 PP А (2.82) 
kin J ki Jy 
Әг 
ил 
FA әл 
vt 
И ' Briar” (Әх J fi Әх? 
дА аА 
гб гб г%А =r” Z+ 
жалб і B Ja, 
г” ГА (2.83) 
н Ya 
(2.82) 式 减 (2. 83) 式 两 式 相 减 得 
ð a Ә na 
у. -| -ar —|-©®-г°©. Ype А pre 
VATY WA = ГЫ A T A А TADA, 
B RRRA п] 
а а Br 8 
W WA VY VeA,= эл ® x= эга 二 TO al, (2.84) 
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Fa жерк 


Ф 


所 以 


市 (2,86) 式 是 知 : 左 端 为 三 阶 协 变 PRETA A MIERT 
J EREMU U. R 
kE Иии 


结论 :从 人 86) 式 我 们 看 到 R 
Q TEE H ЖАКЕ Ej 及 其 一 


А, 的 选取 。 


钱 所 有 向 量 的 胁 变 导数 可 交换 的 必要 和 充分 条 件 足 


ишете, 


i м4 рэб 
ШЕГУ 


例如 ， 
ЖЕ, 


而 在 活动 


df ë о 
RY Кн 2r 2r, +P s: гог 
ú Әг! аг" i 
la 3 , 
= 9 | 
ki k; 
ar! ar Ma T al 
= | 十 
QQ G 
г Г, г) Г» : 


(2.896) 


Кр 


© 为 ЙУ, — З h pU ИЧЕ ТГ ak int 
类 Riemann 张 量 或 Riemann 1 Мтетапши-СһпеоН 1 и 


AA ERA E 


Ж NIK i HHA FPE: 
‚== ЛИД. R e IK 1 


шр 


了 Riemannaehristogei JÉ 


三 0 时 ,可 以 交换 求 导 次 序 。 


的 Descartes Ф: 


g = 8, 
k 
r.o =o 
"g 
a - 
p7? 
Ve VA A, 


线 坐标 系 中 , 纺 曙 导 数 求 导 次 序 不 能 交换 。 


= 
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1. 第 一 类 Riemann 张 量 ( 协 变 曲率 张 量 ) 


将 К, 的 第 一 个 指标 和 度 黄 张 量 5 进行 缩 并 后 ,得 到 一 个 四 阶 协 变 张 晤 , 妈 


R (2,87) 


А 
lijk =E К, 


由 此 称 K Ra 为 第 一 类 Riemann КШ. 


第 二 类 Riemann К ві, jk АКАК 讨论 中 得 到 的 ,类 伏地 ， 
第 一 类 Riemann алаа. 

利用 Christoffel 符号 的 性 质 ,也 可 将 К. 这 个 Riemann 张 量 写成 以 下 算 符 的 
形式 ， 


а 
э эу n 
R =|дг Әх И (2, 88) 
lijk 
L paz ikt lisa iksa 


类 同 于 (2. 86) 式 ,有 


pr wP pP yr L pP wr 
VV WW Ve VW =- R p W ER Wp, TR, W 


ТШ (2.89) 


还 可 证 明 ， 


2 2 2 › 
d Eg давр Әв. Ep 


Кон? dark араг! әгә! i HP Ta аа Гала 
(2.90) 
因而 
Кн Ru | 
Ri Riju (2.91) 
Ri уы | 
R; Кы, ТК, =0 
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FIE ЖЕЛ 


(2.9) КЕ XN ib nj tz S 


i i i 


+R +В, =0 (2.92) 


Rt Ri tE, 


2 
可 以 证 明 , 在 # 维 空间 里 ,RR,,，… 般 具有 55(z DARAN SETIEN 
分 量 。 
2. Rieei 张 量 
将 曲率 张 景 R'，, ,中 指标 4 和 缩 并 后 ,得 到 一 个 一 阶 业 基 , 即 


R. =R =R" (2.93) 
g ji ijk 
该 张 基 称 为 Ricci KE. 
可 以 证 明 ;Ricci 张 量 还 可 以 表示 为 混合 张 量 。 
=aə шука PË rt q ҺР 
R, 8 In Vg арг, Tja pn VEHI Гр (2.94) 
由 (2,94) 式 可 以 看 出 :R; 是 对 称 的 。 
i ik 
= .95 
Ri = К, (2.95) 


如 将 Ricci 张 量 的 上 下 指标 缩 并 ,得 到 一 个 曲率 不 变量 , 即 


КЕЕ рК =& R” pn (2,962 
3, Einstein 张 量 
在 相对 论 中 ,引进 了 以 下 的 一 个 二 阶 张 芋 , 称 为 Einstein КШ: 
G = Ri 一 了 Regi (2.97) 


WCG 一 0 G= 120 


可 见 , 该 张 基 的 散 度 为 者。 
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4. Riemann 空间 
Ricmann 张 基 在 几何 及 力学 方面 ,具有 非常 重要 的 意义 。 在 以 后 的 讨论 中 将 
zh. 
Riemann 空间 。 如 果 由 “个 曲线 坐标 系 所 入 盖 着 的 一 个 地 维 空间 V ,其 任 
“Ж G ds нЕ К 


4 =g, drda (2.98) 
ME EBE gy EC ,那么 5 PARERIK V, FEW Riemann 空间 。 
Euclid 23 ја], УКШ 2, (Та, ОИ E F, s к PERY 
const ЭЗ £ ЗЕ Rieman К ЖК. 
如 果 存 儿 何 上 ,存在 一 个 变换 ，: 
yy ors) 1,2,5) 
VEC ,并 使 在 新 坐标 系 y PERKE 


umn. ак! axt 
й Cigi ay 
在 整个 域内 为 const。 
我 们 知道 ,正定 二 次 卉 8; 总 是 可 以 通过 线性 变换 化 为 对 角 线 地 ,这 时 ,在 新 


ФИЯ у } 中 的 扳 元 为 
n. 2 


d 一 (dy ) ду ) + “十 (dy ) 《2. 99) 
能 够 通过 坐标 变换 使 正定 二 次 型 (2. 98) 式 化 为 (2. 99) 式 ,这 样 的 4 维 空间 
у DRA Euclid 空间 。 


8$2.8 梯度、 散 度 、 旋 度 和 Laplace 算 子 


我 们 将 向 晶 分 析 中 党 用 到 的 四 种 微分 算 子 ,推广 到 张 量 场 中 ,在 实践 中 有 广泛 
的 用 处 。 


ZIA жали 


1, 梯度 


在 一 般 的 Descartes 坐标 系 中 , 任 - -数量 场 g(x,y) 的 梯度 定义 为 
у p5p +е Tek 


ЕНШ АККЖ, [ЕЖЕ oE aiik oG a a O EBR A 
场 ,因此 有 


v = 26 (2, 10% 
Әг 
构成 “个 一 阶 协 变 张 量 场 ,因而 
id ü о 
Ve =g Vp (2.10]) 


即 构成 一 个 一 阶 逆 变 张 量 场 。 
ЖА МИМ 
gradg= Vye, =g" Vge, (2, luz; 


所 以 ,g 的 梯度 是 以 Vig Му R By 8, EH grade. 


2. ЖЕ 
E рр аа A HOW Ert A 
A=a e, 
i 
逆 变 分 量 a 的 协 变 导 数 为 
j 
ма? = tr af КАПИ 
ari ik 
这 是 一 个 张 量 ,对 它 进行 缩 并 ,由 (2.40) 式 可 知 
i Әуе 
Ta 
дг 
i 
vai = 4 апу, СШ 
Әх Әх 


С 


А del i i У 
而 divA Va да апу Ë га 


боа ət мәг 
在 曲线 坐标 系 中 ,一 个 向 基 4 ВО diva, С НН НА 
指标 缩 并 后 得 到 的 不 变量 Via 。 
ЕВЗ Т div4 计算 如 下 : 


(Га?) (2.105) 


V 1 
Мв S822833 | Әх ar 


ЖЕ 
#11 0 | 
s= £22 
0 833 
- 1 
кА ууа’ -age (1з, 
Vg аг' 
| 1 - aoa 
1 8VS118228334 OVE 11 8228330 А 
- | | 


2 


3 
ДИ (2. 106) 
5 . 
Әх 
在 Descartes 坐标 系 中 
1, i=j 
н i=; 
所 以 r 
i 
此 divA =Vja = 1.2,3) 
Әл“ 
2 3 
o ө (2. 107) 
д.г Әт да” 
在 圆柱 坐 你 系 中 


72 


FIE KEE 


即 


l 0 0 


1.2 
в= 10 (к? o=) 


10 0 1 


1 2 3 
而 二 rx =@,т =, № 


divA 一 19 ra ) 十 一 二 4 Ta 
rə r r 


引进 新 坐标 的 一 个 量 为 


а 一 811% 
— 2 
ар 40822 
— 3 
а #338 
则 得 
Ә(х а) рде, дч 
| 1 ‚1 a, 
divA I u; w 
+ Әх х дл аг 
| 19 (ra ) 1845 да. 
4А= ар T 
ЖНА 
$ 0 0 | 
g= 0 (z 0 
b 0 (alsin 22) 
2 12. 22 
divA = ә 5 2-01) sina Dt- ) sin r a )+ 
(z “sinz” (Әх Әл 
-cn ) sin 0 
КЕ 
Әх - 


引进 坐标 变换 : 


(2. 108) 


(2.109) 
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кл 


3 
a "maa 


wi 
А 1 д 1 ә 
divA БЕ; ©? а + т ETEN 
3 HE 
空间 中 ,给 定 一 个 向 量 场 4, 有 
A=a'e =a e 
í “i 
ШЕ рд 
да. 
_— j $ 
Уа Сэ! Pijte 
да, 
wj Via .= 一 -一 一 
1: aripka 
J k 
为 . :和 阶 协 变 张 量 , 所 以 
Va, Vja, 


ИСИК Ыы. ЛЕ о, ИЖЕ ИУ 8 


(2.110) 


(2.111) 


(2.112) 


只 有 = 个 ,可 


以 组 成 一 个 向 量 #, 它 的 逆 变 分 量 为 


1 ijk юш 
зе (Vie; Vja )— 
=e, 
£ Me ХЭЛЕ A 的 旋 度 : 
ста (Va Va де, 
ük 1 ük 
Vg 


最 然 , 由 (2.111) 式 可 知 : 
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(2,113) 


(2.114) 


FOE Жил 


| 


да да 
ЕЯ | 


式 中 ,i,j, 上 上 按 1,2,3 轮换 。 
在 Descartes 坐标 系 中 , 旋 度 可 定义 为 


да 


2 y 


(2.115) 


(2.116) 


(2.117) 


| да 
rotA= 
ду 


н 


Oz Ә ər 


即 


rot grado=0 ,梯度 场 没有 旋 度 。 
div rotA=0, 


щн го, ATREA ЕА (Solenoidel Field) , v ЩЩ W 


的 矢量 势 (Vector Patential) 。 可 知 一 个 管 量 场 没有 散 
4 Laplace 算 子 


度 。 


可 用 几 种 方法 来 定义 Laplace 算 子 ,例如 ,可 将 它 定义 为 梯度 的 散 度 , 即 


у? = A = div( grado) 
g= Аф iv(gradg, 
数量 场 p 的 梯度 为 


вгайр=Ур= 67 Vp 


求 其 散 度 时 ,有 


(2.118) 
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жазм 


div(gradg) =V, (9р) 


=V; Vip) 
=g” Vi Vp 
eov oan 
diva =} 2 Waa) 
Уе ах! 


Vip =v; (°з ) 


= 18.0088 
VE әл 
= 二 а е ip) (2.119) 
z 
正 交 曲线 坐标 系 中 Laplace 算 子 表达 式 为 
| 
v =l 2 aP] 
E Әх дт 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,有 
l; i=j 
ete = 
i 4 |0, ¿j 
fi ° 
8 ИА ЖОЕЛ? 
0 £23 
g! 0 
1 1 
Е = 822 ав =E 
0 E33 
11 22 33 
所 以 898 1, yg 1, Eyk 1 


FOE ЖЕЛ 


#k Ap = 


a | p ae 


1 ] 
一 一 一 了 Egy Eng Eag E |+ 
мё зз Әг дт 
ә [уу Әр 
- =— — WE EEE ~ z + 
M811822833 дг l дз 
9 | g g g 30 
— = s VEn EEE s 
VE11822833 2r ду 
~ 1 _ 9 || Ёз др |, 1 2 | бз ЕЛ 8 
кор ру Apl 1 y 2 2 
Ёз» 33 97 N Bll Әх | 8822833 Әг М B22 ar J 
—— , 
3 |1811822 ар (2.120) 
= | . 
боаз Or ү B33 ar? 


Š 29 Euclid 空间 的 体积 度量 -一 一 体 元 及 面 元 


在 曲线 举 标 系 中 向量 在 zx 坐标 轴 上 ,局 部 坐标 系 的 物理 分 量 即 为 u 在 е, 


ЮН u ER. 
(2.121) 
注意 ;这 里 i ЛЕЖА. 
对 于 Descartes 坐标 系 ,有 
1, i=j 
уб -} 5) 
所 以 у= =u, (2.122) 


ШАРТ Po po we 一 般 是 不 同 的 。 
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KEH 


1. ЯШ К — 197 


dR=e dz 
dR=e, da” 
ds =dR + авд, dr dr 
ERRER ERAM 
ds p S/s d7 (2.123) 
2 体 元 和 面 元 


外 微分 形式 ;由 前 面 得 知 ， 
1 
d „у К 
0 
1 


= 1 ур 
ПЖ | 


0 
引进 一 个 记号 
de Ada! Лаг = ¿t dr da da” (2.124) 
二 阶 外 微分 形式 : 
1 2 2 1 
dz Adz =—dz Adr (2.125) 
1 1 
dz Adr =0 (2. 126) 
三 阶 外 微分 形式 为 : 
а Adz” Ada? 
证 明 ， 
dv= /gdr" drda? Be dr A і A qz (2.127) 
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R sss GQ ОО | 


Ж-Е ЖЕЛТ 


证 є бт Ada hda =g e це dr dar =6 тааз?" 
ij 
所 以 do 一 VEdzl 42 а? БАГ dz: A d A dz 
dv 的 基本 形式 如 下 : 
在 ej БВ e dz; 
Же, LAME edr; 
Ee, БЕЯ e da; 
dv =e dr" + Ce do Xe da”) 
=e, + Ce, Xe, Jdr dz da? 
= zd) 42 da? 
OIRRE e, Me, se, Me, re, ft e, 所 形成 的 平行 四 边 形 面积 分 别 认为 
хр, 由 (2.103) 式 可 得 
s veg" 


Х,= вк (2.128) 


s, ve” 
设 在 一点 的 局 部 标 架 上 的 向 量 为 


PA=e dr" 

> 

РВ= едг? 
PC=e, dz” 

AABC nmp as 


1 为 A 人 ABC 外 法 线 的 单位 向 量 。 则 
т 


de? Айк = ат Adz ал), 
所 以 (2.129) 式 可 表示 为 


145 =CAXCB 
=G az едг) X (e dr -e dz”) 
=/ше dr di ted de? +e drl dr’) (2.129) 
由 二 阶 外 微分 形式 得 


de! Ad = 4? A dz =й йз” 


3 


1 


dr? Айай аа Adr = dz йг | (2,130) 
l 


将 (2. 131) 式 和 了 作 内 各 ,得 


Hd e, eidi Ad (2.131) 
ijk 
х= je га? ла“ (2.132) 


Ë ас 47,45, B| li trš PBTIPC.PCRIPA, PARIPBBEE ЖИТ 


边 形 的 面 .得 
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H 


2 
z = ке dr йт 


w 


45, 88 2 dr dr (2.133) 


2 


3 1,2 
2; gg х dz 


e, 对 (2. 131) 式 作 内 积 , 则 (2. 133) 式 变 为 


ах =a ds 
as, gh ds (2.134) 
ах, = ds 


ж-а жалі 


02.134) Ж] Ж: ШАА, ИУ ШИИ ЛЕ PT B КА ЕК 


АЛЖ. 


я и 


ЛЕА ОН е. 1 一 1,2,3) 如 何 求 出 第 二 类 Christotfel 


{ 


记号 。 
2. 证 明 以 下 等 式 成 立 : 
a1 |S y 8 
Ф 2 la ar әз" 
3. 证 明 ， 
ГИСИ 
ij i arf 
А. 证 明 : 
гё ер D puri SED 
У 4 Әх Әд? 


s S UMEKAA IO ;的 协 变 微分 或 绝对 微分 DU, 及 一 阶 协 变 张 量 声 
(u ЕКЕНИ О. 

6. ИВР ДИВО DU, 及 VU ,进而 推 求 二 阶 协 变 张 量 场 U; 。 

(1) 协 变 微分 DU, 的 表达 式 ， 

(2) 协 变 导数 YuU，。 

并 根据 张 量 的 商法 则 ,说 明 9nU。 为 用 阶 张 基 ? 什么 型 的 张 重 ? 

z t-i kE U HIEM DU, RPE SRV U. 


8. E ЖКН 97 的 协 变 导数 Vs; =, 
-s 


张 量 分 析 


9. Е; 


OREHE z ОНЬС НОО g” 一 0 


© О У gI 一 0。 
10. 在 曲线 坐标 系 中 , 张 时 的 协 变 导数 的 求 导 次 序 是 否 订 交 换 ? 要 具体 推导 ， 
并 从 Riemann-Christoffel 张 量 讨论 结果 。 
11, 在 张 是 场 中 任意 的 曲线 学 标 系 下 : 
(1) 推 导 任 一 数量 场 p(x,y) 的 梯度 grade. 
ORFE 空间 中 给 定 一 个 向 量 场 4 的 散 度 divA。 
(ҖЕ 了。 中, 任 一 给 定 的 向 量 场 么 的 族 度 roth。 
3 (4) 推 导 张 量 场 中 Laplace 算 子 表达 式 。 
12. EH: 


| dv = /gaz1 а? dz? = тр dr A а? A dz! 
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第 三 章 ЕЖЕ 


这 一 章 主要 研 


第 三 章 BEKE 


[AHE Riemann 空间 的 张 量 分 析 。 着 重 讨 论 其 特殊 情形 E, 中 


曲面 的 张 基 分 析 , 因为 它们 的 应 用 较为 广泛 ,讨论 的 结果 均 可 推广 到 维 空间 。 


$3.1 曲面 上 的 Gauss 坐标 系 及 坐标 变换 
1 Gauss 坐标 系 


在 F, 中 ,空间 曲面 可 用 双 参 数 表示 。 
例如 :空间 球面 ( 球 心 在 原点 ,半径 为 玉 的 球面 ) 可 表示 为 


参数 为 0,g。 


z=Rsin bcos pg, R=const 
y=Rsin ĝsin g; 0<0<x EE, 
z=Rçcos 0, Sps? т 


在 Descartes 坐标 系 中 , 任 一 曲面 方程 为 


х= у (а, 
S; у= f,(a | B) 
z= f, (a, В) 


在 EE, 中 ,任意 坐标 系 中 的 曲面 方程 为 
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кали 


r= (гё) 
зт Р) ӨЕ eE 
лл) 
діл (l. (=1,2,8) (3.1) 
也 可 表示 为 
=r ee) 
ДАРАН ijk ЖИ 1,2,3; 而 a,8 则 跑 过 1,2。 
AG. 1) 式 可 知 ,只 要 有 一 组 全 , 就 确定 曲面 上 一 点 POT. AZA 
变 曲 面 上 有 一 点 ,就 确定 一 组 外 .总 。 
我 们 可 在 已 点 附近 建立 它们 -一 对 应 的 关系 为 


(ка?) 


Әх ər ae 

ә! az! ч 

ar аі ar 

ә“ әб <, 
的 秩 为 2。 


在 (3. 1) 式 中 ,固定 全 ,而 如 变化 ,得 到 曲面 上 一 条 曲线 一 -各 BRR: 
可 得 a 坐标 线 。 昌 而 上 的 任 一 点 P, 过 书 的 两 条 坐标 线 之 回 的 夹 角 为 w。 
当 0<<o<x 时 ,和 上 面 给 出 的 Jacobi 行列 式 的 秩 为 2 是 等 价 的 。 


s l 2 т, 之 间 能 够 建立 一 一 对 应 关系 时 , 刀 ， 色 称 为 曲面 的 
Gauss 坐标 系 。 


Gauss 坐标 是 二 维 线 坐 标 (& Ë Ja 
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2, 局 部 标 架 


设 〇 点 为 空间 中 国定 坐标 系 的 原点 ,P 为 
曲面 上 的 动 点 , 记 + 一 O, 则 有 


r=r(P)=r(8 ‚г › (3.2) 
к= (12) (3.3) 
н 


АСЕ ЕЕЗ ШД: 
独立 的 ,所 以 切线 方向 了 可 以 作为 曲面 上 向 量 场 
的 仿 射 标 架 , 称 此 标 架 为 曲面 的 局 部 标 架 , 如 图 3-1 所 示 。 


Ё 3-1 


这 一 组 标 架 就 相当 于 B, H e) rez 
设 曲面 上 的 另 一 组 蝎 线 坐标 名 (z! , É 和 总之 问 由 单 值 连 续 可 微 函 数 相 联系 , 即 


а,б) BA 


HESE 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 , 即 互 为 单 值 的 迁 续 喘 射 ,这 就 要 求 坐 标 
变换 的 Jacobi 行列 式 不 等 于 零 , 即 

1 2 
DE £ эмб 


J = aS, 
pal, 


(3.5) 


下 面 讨论 坐标 变换 。 
如 果 曲 面 上 的 任 一 矢 径 和 它 关于 Gauss 坐标 值 到 mw 阶 导 数 都 是 连续 的 ,此 
曲面 是 属于 C, (>DW AENA 


р -2E 


a ag a ə 


由 (3. 4) 式 得 


ЕС, 

к= = 

ç ша A омга 
那么 ,坐标 变换 后 ,新 旧 坐标 间 的 变换 公式 为 


同 理 可 得 
0 ру=ду 
由 (3, 6) 式 , 则 下 式 成 立 ; 
рер =o Dr Dy = 
@ 
‚ мав, Эре 
әё ас" әс" a а 
ə әб ә 79 ә 
当 aß Bf, —=0 
ә? 


432 曲面 上 的 张 量 


1. 曲面 上 一 阶 逆 变 及 协 变 张 量 场 


(3.7) 


(3.8) 


(3.9) 


如 果 在 曲面 上 每 个 点 已, 给 出 一 组 数 (al ,a2) ИЛЕШ. > ,这 组 数 


满足 以 下 变换 规律 ， 
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Ша“ 为 曲面 上 的 一 阶 道 变 张 量 ,a” 称 为 它 的 坐标 。 
当 泽 标 变换 时 ,给 出 的 这 一 组 数 (el за, ) 满 中 以 下 变换 规律 : 
a (PED Pa (P) 
为 简单 起 见 写 成 : 
a Dna (3.11) 


Лу: а (P) — J BB Bi LEIK Ea 称 为 它 的 坐标 。 


一 般 情况 下 , 若 对 曲面 上 每 一 点 了 ,给 出 一 组 22+4 个 数 , 它 的 上 标 为 9 个 ,下 
标 为 个 , 即 


АТМ (ру, Pes 
«те, 
йк 27—20 变换 时 , 它 满足 以 下 变换 规律 ; 


PaPa = pa pu ЛЛ pe. p Pa (3,12) 


артар евр а„ ар A В, Py аута, 


Шал? Те 为 曲面 上 的 p MEE g 阶 着 变 的 户 二 9 ЗК. 
maya, 
2. 曲面 上 的 度量 张 量 
ав т + rg (3.13) 
8 “R 
r, 线性 独立 ,所 以 有 
а= [Са „150 (3.14) 
[eg] 为 非 奇异 阵 。 
实际 上 ; 
а 213| _ 2 
а 211952 25 
а 93 


— 87 一 


张 量 分 析 


=r l? lr,’ — Cr, ilr leos өг, r) 
= ir xr, [2560 
Ba Рог, АКАР А. ia AFAA АЕ 
阵 co 存在 ， 


ай æji а= y | 
a agy ô, lo, ау (3. 15) 
3 逆 变 度量 张 量 
[a$]=[a ] | 
a a 
而 ag]l= п Ф|, 
азу “22 
_ 4) 212 
d 2 _ 
[| i “ (3.16) 
“ j m “u 
a a 
Ей а 98 П, ЕН ae — pe Dha”, 


E HERRER, hG. ORA. 13) 式 可 得 


«8 в 
pe pb, , —pa рв А 
DoD yrrg D Dya (3.17) 
由 (3.15) 式 得 
К К 
М 
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== ЕЖЕ 
即 
a P Diag =D 
FAR a” ,得 
aÊ Dijaga” =D a 
a°? p =D a” 
HARD ,得 
aB AA _ра йй 
a DgD; Da D. 
所 以 
9% = D D a? (3.18) 


M А BW РЕНИШ. ИЖ ао 为 二 阶 协 变 和 二 阶 道 变 
度量 张 量 。 
а 


在 仿 射 坐标 系 中 ,我 们 可 用 g а ЗЬ ERETTA aP БИЕШ 
КЕЛШ, 


а di ой 
izt | е (3.19) 
е =g e 
, 2 -一 (a=].2) 
i i Í 
e A; e | ”df у 
r — b r" (3.20) 
ИАН КЇЛЇ: 
е =, r (r = (3.21) 
i i a B “e 
ёе, ка (3,22) 
ddR=dr e а= а (3, 23) 
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ЖЕЛИ 


下 面 介绍 曲面 张 量 的 一 些 特殊 情况 。 

设 n 为 曲面 法 线 方向 的 单位 矢 其 ,并且 rron 组 
成 右手 系 ,如 图 3~2 所 示 ,ri or, 一 定 在 过 P 点 的 切 平面 
内 ,所 以 nr 

者 么 ,在 曲面 上 可 有 下 列 一 组 关系 式 成 立 ， 


1 一 
—(r. Xr)» г X r, = Jan 


уш? 


nlr, 
2 


п 


п = (х), rx = | 图 3-2 
4 (3.24) 
=Le Хп). r. = (ахь ) 
уй? рп 


„=й Хп), = Jax r) 
对 (3.24) 式 的 几 个 式 子 证 明 如 下 ， 


у 2 
АЕ n= a (r Хг), 
г! xr =a r Xar 


B 
=a к xr) 


11 12 22 
= (а а а а )(r Xr,) 


= 1 =L =1,2;r= 
Ta (p=1,2;r=1,2) 
所 以 n=/alr! Хг) 


再 证 明 ir, - X n). 


r! Lr, ‚ r! Ln 
所 以 r =a (r, X n) 
иии r f 
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КРИА 
1 =r, sr Sar, (r, Xn) 


=a · (r) Xr,)=a п 
M 1 


所 以 11 
HAME: нх ›. 
Ja 1 


АШЕИЁЕН.Е icr erp (x= Ë 


Ja 
所 以 p= 
故 r = au Хп) 
r” =/а(пХг| › 
$3.3 


面 的 第 一 基本 型 和 行列 式 张 量 (Eddington 张 量 ) 
曲面 上 任 一 曲线 弧 长 的 微分 ds 为 
d? =dr • dr 

=r гае 


= ‚дё 


(3. 25) 
(3. 25) 式 是 正定 的 , 且 为 不 变 最 , 称 为 


面 的 第 一 基本 型 。 а g ERTIK HS HEKA 
对 于 坐标 系 久 的 变换 ,os 为 协 变 张 量 ,又 称 为 基本 曲面 张 是 (Fundamental Surface 


Tensor), 


在 空间 选择 Descates 坐标 系 , 即 可 得 到 常见 的 质量 形式 ,湖面 上 的 线 元 由 下 


RAE: | 
; 1 0 
аз =a 8; -| 1 | 
ә 0 1 
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ЖИЛУ 


d? =g; dz дд” 


_ Әх“ Әг дг dk а 20 


a grag 


=a аа +a pd" dë + 


ааа +a df 4 (а:8=1,2) 


21 
azi аг) Pi 
= T = I 
Hu Gal “l 
az!) (az: 
"= e 
12 Т Е дЕ 21 
i. 2 
ar‘ 
22 = У l 
所 以 а? = (а) + 2a g (dE AË) +a, (а? (3.26) 


1. 曲面 上 的 排列 张 量 


# E, 空间 中 ,我 们 曾 引 入 Eddington 张 量 和 Ricci 符号 (又 称 排列 符号 )， 
И Ку 

Мв? “ | 
єв се ) 定 义 为 Eddington К, 


Ce ) 定 义 为 排列 符号 (Permutation Symbols) , 它 是 张 量 密度 。 
在 曲面 上 ,可 类 似 地 引入 由 下 式 所 定义 的 其 : 


def 


e ae 


8 


— 9 — 


(3.27) 
其 中 ， 


ep 和 cP 称 为 曲面 的 排列 张 量 (Surface Permutation Tensors) , 
我 们 还 可 以 从 标 架 向 量 гэн, 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 讨论 曲面 的 排列 张 量 。 
x r, |? 
2 2.2 
= | г | r, | sin w 


2 


2 2 
=| r lri (rr) 


2 
а 


= ауа T fjg =a>0 (2.28) 


йт, Rar a£ r, KaB r ae ‚ш r de Mr df 所 组 成 
的 平行 四 边 形 的 面积 为 


ds = ade de (3.29) 
引进 曲面 上 的 外 微分 形式 , 即 


de A аё = Pag de 


К def B { 
e] -一 


10 (3.30) 
up df [0 | ` 
Е 
所 以 ах = йе Aaf (3.31) 


下 面 介绍 排列 张 量 的 一 些 基 本 关系 式 。 , _. 
(rr, ,中 组 成 一 个 右手 系统 ,其 中 于 为 曲面 在 该 点 的 单位 外 法 线 负重 ,那么 
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由 (3. 24) 式 和 (3, 27) 式 可 得 


间 理 可 得 以 下 一 组 关系 式 ; 


可 以 证 明 ， 
низа, 

є ,eh 为 二 阶 混合 张 量 。 

由 (3, 33) 式 ,可 直接 验证 以 下 关系 式 ， 


P а, 


є =a 


下 面 验证 (3. 34) 式 中 第 一 式 ; 


12 1A 27 
Е a ay 


12 "1,2 1 
左 := =n + (r Xr nr: д = 
£ Z 


= +/а 


=0 
有 :二 & ‚ШЇ £ 
a а= у wis, 


所 以 аа" = абаа 


因此 ,(3. 20) 式 中 第 一 式 成 立 。 


下 面 讨论 曲面 上 过 一 点 的 任意 两 条 曲线 的 切线 之 间 的 夹 角 公式 。 


a е 


(а=1,8=2) 


1 


а 


22_ 12 21、 
— 2 2-1 


(3. 32) 


(3.33) 


(3,34) 


设 1,s 为 过 曲面 上 PP 点 的 两 个 切线 方向 的 单位 矢量 :o 31 кеВ 间 的 夹 角 ,如 


图 3-3 所 示 。 
м 


第 三 章 曲面 张 量 


| (8.35) 
= a 
s=s r =sr 
А 


Deos w= t 8/8 * #rg=a g 


@cos amas 
(3.36) 

@соз osts, 
cos =le 图 3-3 
因此 ,两 个 曲面 向 量 相互 正 交 的 必要 和 充分 条 件 为 

agl 20 (3.37) 

. _ @ B „ 

@sinw mE | = [Хи * (IX s) eg $ (3.38) 


下 面 再 讨论 递 变量 张 量 和 协 变 度量 之 间 的 关系 。 
9.4.0 а Ё aP 


a — ға =s £ TEC, 
м е 


(3.39) 


证 明 (3. 39) 式 中 第 二 式 ， 
да _ КЕЈ 
сена едер 
=(nXr ) (nXr_) 
а B 
=n + (г Х(пХг )) 
В а 


=—в * (хт ) Xre) 


яяланинини. 


T =—n[ ín: ror, 0 r p" 
r g g 


кезж 


即 (3.39) 式 中 第 二 式 得 证 。 同 理 可 证 (3. 39) 式 中 第 一 式 。 


$3.4 曲面 上 的 Christoffel 符号 和 井 面 的 第 二 、 第 三 基本 型 


1. Christoffel 符号 


曲面 上 的 标 架 向 量 r 和 曲面 上 的 Gauss Ж " 
有 关 , 如 图 3-4 所 未 。 这 一 节 我 们 要 研究 向 量 


ELR E SoL DKN PARERE, wx 
并 从 中 引出 曲面 上 的 Christoffel 符号 。 pa 
Бег 对 名 ,ef 有 连续 导数 存在 , 则 6 


П r = а 
， @ asa 
Mira 是 (经 过 二 阶 导 数 后 的 ) 空 间 向 量 , 此 向 晤 图 3-4 
! 不 一 жан аенни. 
， ША 按 不 共 面 的 三 个 向 量 тл 进行 分 解 ， 分 解 时 有 三 个 系数 ,下 面 将 证 


ikiz 数 正 符号 Christoffel 符号 的 规律 。 


r = (mr +, dr, + on 
“7 s @ % 


=P r +b n (3.40) 
фо ар 
(3. 40) 式 称 为 Gauss 公式 。 


- Sr 2 r +b n 


Та әгә Ta” © fẹ 
TENE r EC r o BB 838, 
(1) 系 数 具有 对 称 性 
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nlrinlr, 
n» rg™ bg 
bg nra АА. n t n Tg (3.41) 
ыл т, (3.42) 
ыт ыл 
=m > т? (8,43) 


所 以 ,66 为 二 阶 协 变 张 量 。 
(2)Christeffel 符号 的 性 质 
当 用 r 和 (3.40) 式 作 内 积 时 ,有 


в 
ror Tor er 
[22 


og 8 
即 гаа =r er (3.44) 
规定 一 个 符号 : 


rer =a (3.45) 


(3, 46) 


改写 成 下 式 ， 


ёа 
2А _ 
ә" Гав Ega © 
а 
A ш 
w. Pya Гаа @ 
OTA-O ig 
3a aa да 
Pga з а +—Е_ 一 一 时 (8.47) 
2 20а а" ər 
Ж Ta EXA ll 上 的 第 一 类 Christoffel 符号 。 
DAIM r” + rs 一 88 将 (3. 40) 式 的 Gauss 公式 改写 成 为 下 式 : 
ra ТГ, n tb n 
= À + 
Ta r tg 
ра А А .. à . . 
= r) rg r 97 r, (3.48) 
(4) 规 定 p жна ba ш TP b, 是 对 称 的 ,所 以 ba 和 65 相等 , 记 为 
Q 
Д 
b| M 
а _ о 
bg a bg 
=a (п ә 
ооа | 
= ng ar np r (3.49) 


还 可 改写 为 
— ag- 
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ыи r 
一 8 + п (3.50) 
(БУНДА Gauss 公式 为 
ag =A + HOn Ф 
H 5, 97 п 
2a À, 
r og А 
ОАЗЕ r ,得 
А = rig 
ALORRA AR r, ,可 得 
B =— T3 
АЮ АЖ n itfa 
i 
c= 
2 а 
= .51 
即 ay ”一人 (一 r рс гг Б (3.51) 


(3.5105 ЯКИ Ж Gauss дк. 
Tp AANMEKAAR Christoffel 符号 。 
гй 面 上 的 第 二 类 Christoffel 符号。 
我 们 看 到 ,曲面 上 的 这 二 类 Christoffel 符号 ,可 以 通过 曲面 上 的 度量 张 量 来 


2. 曲面 的 第 二 、 第 三 基本 型 


а) п 2". 


AX n п=1, ЫЯ 


EEH 


n "піп n=0 


В 8 
即 n°. za 一 0 
所 以 nln 
也 就 是 п, 在 曲面 上 过 P 点 的 切 平面 
3-5 所 示 。 
mg 一 C, 
MAAR 后 得 | 
aà 图 3-5 
Таг? 
Caor t ngat 
‚ 所 以 n = r, 
| 再 进行 指标 缩 并 后 得 
r na = by r 


(3.53) 式 称 为 Weingarten 公式 。 


再 引进 下 列 记 号 ， 

A = ` 

令 Na п, m” 
=c ban) . Сб) 
_ д 
“baba 


在 微分 几何 中 ,将 二 次 型 5 de dg 记 为 gs, 称 为 曲面 的 第 二 大 本 型 ， 
Ф =a dd 他 曲面 第 一 基本 型 
1 ай 
6,440 曲面 第 二 基本 型 
2 а 
e =N aE 曲面 第 三 基本 型 


所 以 ,(3, 54) 式 即 为 曲面 三 个 基本 型 系数 之 间 的 关系 。 
现在 可 以 构成 不 变量 ， 
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(3.53) 


(3.54) 


(3.55) 


(3. 56) 


第 三 章 МЕЖЕ 


Н ЖНА, 
СОУСА А HAS РО д. 
中 曲面 的 存在 性 。 已 知 ， 


gi 一 ааа 


g =b аё 


相当 于 则 面 上 给 出 两 个 二 阶 张 量 场 ,相应 地 是 否 存在 一 个 曲面 ,该 曲面 ;是 
以 gj ,gp 为 其 第 一 .第 二 基本 型 式 。 
曲面 的 存在 性 ,必须 通过 这 组 关系 来 讨论 ,这 时 。, 6, 需 满足 册 面 的 一 些 基 
本 方程 ,Gauss 方程 即 是 其 中 之 一 。 

四 曲面 的 惟一 性 。 满 足 两 个 基本 型 的 曲面 只 有 一个 。 
可 以 证 明 “ ;确定 第 一 和 第 二 基本 起 后 , 除 在 空间 的 平移 或 旋转 外 , 弗 面 便 惟 
一 地 确定 了 。 这 个 定理 可 精确 地 表述 为 ; 

Ra h йе # mamam, а dead жна Rb WA 


Gauss-Godazzi 方程 , 则 存在 以 a аза 和 6 aE 分 别 作为 其 第 一 和 第 二 基本 


ml 


型 的 曲面 += =, (2), АЛЕН ШЕ ЖШ pik 0. 


ых 


8$3.5 济 地 线 和 半 测 地 坐标 系 


1. 测 地 线 {Geodesic 最 短线 ) 


在 Euclid 三 维 空间 里 ,两 点 之 间 的 直线 距离 最 短 , 而 我 们 的 目的 是 将 这 一 基 
本 概念 推广 到 Riemann 空间 。 
ФЕ n ЕЮ Riemann 空间 Va 中 ,如 果 度 量 张 量 Ej 是 正定 的 , 则 由 


+ L. P, Eisenhart ЗЕОЛИТ, (Differential Geometry)P 157—159, 
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KEDA 


42 = к; dal dai (3.57) 
ds= |E; dr dr! 
PIB tk Р Л ЖЕЙ]. 
# C 为 连接 曲面 上 二 定点 P MP, ШЖ. 


CD) G=1,2,n) 


考虑 该 曲线 的 其 一 段 曲线 长 度 (0 到 1,) ,其 值 可 由 下 式 确定 ， 


ta » 1.) 
s=| & = | Ыы d: (3.58) 
t 


1 É 


经 过 两 定点 所 有 曲线 中 , 沿 曲线 所 测 距 离 取 极 值 的 曲线 (短程 线 ), 称 为 曲面 上 
的 测 地 线 。 


设 Faja z (3.59) 


t, 
则 S = | Fac 即 为 曲面 上 P P, #1. 
1 2 


| 


ЖЫ F=F0,z (0, z Хр), 
将 变 分 法 中 的 Euler 方程 用 于 (3. 58) 式 , 即 可 求 得 测 地 线 的 微分 方程 组 。 


对 于 $ 相应 的 Euler 方程 为 
aF 
ЧОЕ 2E о G= 12, (3.60) 
dilar әх! 
— ЈА 
МЕ 652 х 得 
3F 8 
aF 
art 
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FI ШЕЖЕ 
IE memen 
mE 
aF дх 
эн 2F Ф 
注意 到 ， 
1 Kf Bm _ Emn 
mi 2 81" аг" аг! 
dF +] 
a[|əF]_a[a 2] буу „йуз dfi 
йә | d| F d F r Е? 
g tnem dF 
— lin z z 工人 六 l 1_ dt j 
2л F 2 m тр, 787 И 
. ds, d , 
HOR ORRAG OR GER =s F= е = о, НЕШЕ Г, ,的 
表达 式 , 这 时 由 
JF 
iu —% (3.60) 
дт дт 
可 得 
gm 0 (3.61) 
Уу ий l 


Era TARE” ТАЮ, EPE ГЇ ,这样 (3. 61) 式 还 可 改写 成 以 下 
ER: 


2 k m n 
dz dr dr 
ds? + d ds 
方程 组 (3. 61) 式 和 (3. 62) 式 是 测 地 线 所 应 满足 的 微分 方程 组 。 它 们 是 由 个 
二 阶 微分 方程 组 成 的 。 
我 们 由 微分 方程 的 理论 得 知 :如 果 在 任 一 点 给 定 二 和 dz /ds 的 初 值 , 便 惟一 


地 确定 一 解 i 二 x (s)。 其 几何 意义 是 按 给 定 方向 通过 空间 任 一 点 ,有 惟一 测 地 
线 。 上 面 曾经 用 通过 两 点 的 曲线 定义 测 地 线 ; 但 这 样 的 测 地 线 可 能 并 不 是 惟一 的 ， 
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=0 (k= 1,2 en) (3.62) 


张 量 分 析 


除非 这 两 点 足够 接近 。 惟 一 性 问题 现在 网 空间 Y， 的 拓扑 性 质 有 关 。 例 如 通过 于 
面 上 两 点 有 惟一 的 测 地 线 , 除 非 这 两 点 正在 一 个 直径 的 两 请 ,在 后 一 种 情况 下 , 通 
过 这 两 点 的 所 有 大 加 都 是 测 地 线 。 

对 于 Euclid 空间 ,采用 直角 Decartes 座 标 Christoffel 符号 都 是 零 。 因 此 测 地 
REDRE d r/d 0 RMH т =A SHB" km A 和 Be 是 常 向 量 , 换 句 话 
说 ,这 时 测 地 线 是 直线 。 


2. 法 向 测 地 线 { 以 三 维 空 间 为 例 } 


在 三 维 Euclid 空间 或 Riemann 空间 V, 中 ,对 任 一 个 二 维 光滑 曲面 V。 选取 


Gauss BRR EO k gi V, 在 曲线 坐标 系 (zx?) 中 ,可 志 示 为 
телі, ә G=1,2,3) 
ERRE E зоа жни п, йз 充分 光滑 且 满 足下 列 条 件 ， 


1 2 3 
Jx дх ðr 


(3.63) 


上 述 这 个 矩阵 的 秩 为 2。 
QH V, 上 每 一点 妇 都 有 一 定 的 单位 法 向 量 # ,通过 点 M Rn DE 
线 称 为 曲面 V 的 法 向 测 地 组 ,以 s 作为 它 的 弧 长 ,在 Euclid 空间 中 ,上 述 测 地 线 
为 直线 。 
在 连通 域 Q, 中 给 定 ( ,全 ) 和 一 个 适当 小 的 * 后 ,对 应 地 在 曲面 Vs 上 确定 了 
个 点 M, 以 及 在 过 册 点 的 法 向 测 地 线 上 -一 个 点 二 ,而 觅 .=*。 所 以 了 上 点 的 坐标 就 是 
С.б ж 的 单 值 函数 ， 


POP Sr . 
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Ж=Я ШЕЖЕ 


DAR EBRE AAA E AIA A AAE: 


dz? 
42 ат со 


z =z (3.64) 


1=0 0 
dij de | 
а = 48 о з=0 
@ 当 :在 0 附近 的 某 一 小 区 间 内 选 定 , 且 РЕНО L Киа 


个 曲面 称 为 Y; 的 测 地 平行 平面 。 只 要 s 相当 小 ,Y， 及 其 测 地 平行 平面 ,有 个 公共 
的 法 向 测 地 线 。 
M Í=0,L AS M 点 重合 ,* 变动 时 , 工 沿 法 向 测 地 线 移动 。 


3, 半 测 地 坐标 系 


从 讨论 法 向 测 地 线 中 ,可 以 取 (e ,5 作为 新 的 曲线 坐标 系 。 在 V, 的 领域 中 可 


建立 x 与 部 ,s 间 的 一 一 对 应 关系 ， 可 以 证 明 ,只 要 适当 小 ,坐标 变换 的 Jacobi 
行列 式 不 等 于 零 , 即 


Darl er _ әлі ax дж | (3,65) 
De! г 3) ә ә? әё | 
aal аг? аг? 
дз ds ds 
满足 上 述 条 件 的 坐标 系 称 为 半 测 地 坐标 系 ,也 可 以 证 明 , 一 个 坐标 系 是 半 测 地 


坐标 系 的 充 要 条 件 是 该 坐标 系 的 度量 张 量 满足 以 下 条 件 : 


8138037838370, 823 一 1 (3, 66) 


ZEAE V, 及 其 邻 域 中 , 任 一 点 M 即 是 曲面 上 的 点 ,可 用 (六 ,5) 侍 标 系 表 
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张 量 分 析 


示 , 并 有 相应 的 度量 张 量 :又 是 空间 的 点 ,也 可 用 x' 坐标 系 表示 , 亦 有 相应 的 度量 
张 量 ,这 两 种 标 架 与 度量 张 量 之 间 有 什么 关系 ,下 面 将 分 别 子 以 讨论 。 
BE mi E 


如 前 所 述 ,V, 空间 中 的 沧 标 系 为 = Ei V, ЕЮ 2". ШУ, 
上 某 一 定点 Мг 坐标 系 原点 的 矢 径 为 RR。 


_ IR 
在 V 中 , 标 架 „=® 
дх 
度量 张 量 86767, 
ЖУ, Ф. 
_ IR 
局 部 标 架 . ¿r 
дё 
度量 张 量 qa, ` 9 
得 
R 3R ax ar 
a 一 一 一 一 8 一， 
P оё af бағ әб 
Y = MARKER HI 
rg, = о =s (3.67) 
有 ар 81° 482 788° 43] 8р) “2 822 
š = ‚8=1, . 3,68 
或 agta (981,2) (3, 68) 
以 及 
&31 一 813 一 532 一 523 一 0， 833 一 1 (3.69) 


这 样 , 半 测 地 举 标 系 的 度量 张 量 行列 式 g 与 曲面 上 Gauss 坐标 系 的 度量 张 量 
行列 式 a 相等 。 f 
811 Еу 813 а ау 0 


11 
g= [8з Ezz Ёз|= |a, а 0 
Z3 852 Eaj 10 01 
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三 章 HEKE 
п 12 
= =a (3.70) 
?21 952 
aß — ij ‚ = i 
又 a аз, д g Ei ô, (3,71) 
А 一 ! 
йур f 
得 [ay%]= (3,72) 
(“р “22 
_ 一 1 
u 0 
Ïy И 
[g ] = jao а 9 (3.73) 
о от 
Вр 
п, 2a) 12 22 __ 
a = aa, a = a а, a =а = ауа 
11 2 2 р ла 12 A 
ко Sag E =а, g 5E = =a 
(3.74) 
12 31 32 2 _ 1 
E g g 0, к 1 
23 Erz | 
(2) 局 部 标 架 
| | ыч, 1 2 
ШУ, 上 的 局 部 标 黑 为 (el e), ДОД Се ,e ), 则 
ае =Z. (a,p=1,2) (3.75) 
B 8 
ШУ, KAMARE n 55 e ,6 组 成 右 旋 系 统 (el ,es n) , 称 为 V。 上 的 相 


伴 标 架 , 它 也 是 V 中 
标 架 是 (e ,ez n), 


测 地 坐标 系 的 局 部 标 架 , 即 e =n. F 


Ш 


HA E B Cq 


从 (3.75) 臣 可 以 看 出 ,el,e2 ШЕЖЕ Ж R DERRER. 


而 


=g =p (i=1,2,3) 


ie =e, 
i 3 


(3.76) 


一 107 一 


ЖЕЛИ 


从 (3. 2а) ига, А Е УВЕ РУКА. 


2 
¿= = 
1 Ж Ма 
п Хе nxe 
e = (3.77) 
2 Z Ж 
“Хе e Xe 


《3) 切 平面 内 向 量 的 内 积 ,长 度 , 夹 角 
曲面 上 任 一 向 基 * 可 展开 为 


у= ое Tun=oe Tun (а = 1,2) (3. 78) 
式 中 
g 


a a 
u жуте =a v, 


р =p" ge 5a vU 
А а OB 
3 

v =u Svon 


直面 上 切 平面 内 任意 问 量 и, 可 展开 为 


u= Be 
В 
а 
v=ve 
а 


u уа oču = |u] [v| costu, v) (3.79) 


而 ju| =н, u= Jaga 
所 以 costas) =a goa utah fa go (3.80) 
而 cos(ei не) а/а 

= 2—2 — 
411993 “2 4193 


(Он Ей ҖИК. ЕН 
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‚2 
а sin бер76) 


%=# ВЕЖЕ 


曲面 上 任 一 


(Ж.Д sM 


8 = cd (3.81) 
а іё af =] (3.82) 
«В $ 52 


4з, оа я, 8 线 切 向 量 的 方向 数 , 为 简化 , 记 为 


由 曲面 工 某 


dë а e aÊ 
л" а à 
aB 
=1 
а вА А 
X24.=1 


— M fE Descartes BHRI НЕКЕ Ву ity Ну knf 


得 曲面 上 的 度量 张 基 为 


i 


3 i 
R әв a, Әу 
є„= Ж. . ‹3.83) 
Фоа В а ә ia af 


ЩЩ ЕЗ 


E aAA ү ARMANA С ан, mi, 
`2 


ЗУ ai 和 四- тай 


c 


mn fam 


3 i i 
os( sl) x: dy a dy де dy a (3. 84) 
1 ае 97 аг? ds, 
соз rd) а йер P (3.85) 
E 交 , 则 
a д? 0 (3.86) 
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жазм 
或 ш =0 
式 中 z, a A (3.87) 


$36 曲面 上 曲线 的 曲率 


1. 曲率 与 曲率 半径 


曲面 上 曲线 荆 , 沿 其 弧 长 ; 对 矢 径 r 微分 可 得 上 的 切 向 量 * 为 
_ dr _ a а dg? 
з= ууз, з = (3.89) 
利用 Gauss 公式 可 得 
2 2 
а аг d а 8 
—=—=r —-+r s s 
ds 2 a ай 
2 
ШАШУ 
一 十 а В ‹ 
P. ri s r rb a зб (3. 89) 
а а 
= gr tb z sfn (3.90) 
式 中 E (3.91) 
出 S"s=1, 得 
ТЕ (3.92) 


B RER L 的 法 线 方向 ,并 指向 L 的 内 


侧 , 称 为 曲线 的 主 法 向 ,如 图 3 - 6 所 示 , 其 单位 向 基 
A т, Д] 


dd тт (кэ) (3.93) 


— 110 - 


第 三 章 ”曲面 张 量 


AP RAMEL KME Eo HMR L 的 曲率 半径 。 


2, ЖА 3 5 A 8) ЖЖ 


从 G3.90) 式 和 (3,93) 式 得 
тт, bg sn (3.94) 
5 n EAR 


т • п= А, (3. 95) 


FERR m 与 曲面 法 线 n 的 夹 角 为 86, 则 
k 一 Acos 0 (3.96) 


Pk. M ЭЙЕ Ж n 为 法 曲率 向 量 。 
当 曲 线 工 为 曲面 上 的 测 地 线 时 ,g 一 002 一 1,2) ,于 是 有 
т=п 
18 т=п, =, (3.97) 
即 测 她 线 的 主 法 向 与 曲面 法 向 致 ,也 就 是 6==0", 这 时 上 二 , 测 地 线 的 法 曲率 等 
于 其 曲率 。 
КАЕ 


А 
以 1 为 单位 向 量 , 且 ЇХз=п(% 3-7), 

Hn. nn 三 1, 得 

— + тей (3.98) 


所 以 ,时 在 曲面 的 切 平面 内 ,可 用 s,1 的 线性 组 合 表 


示 为 


dn 


ds 
将 上 式 分 别 与 s,! 作 内 积 ,并 利用 Weingarten 公式 得 


=01s+B 1 (3.99) 


— Nl 一 


а, SST sen de (3,100) 


в, 1." Lero в Ит, 
其 中 
=l r 
dz 
故 76871 (3.101) 


因此 , 称 = 为 曲线 在 s 方向 上 的 测 地 挠 率 , 它 可 正 可 负 , 不 同 于 曲率 (曲率 大 
向 量 的 长 度 ,本 质 上 是 正 的 )。 


4. 测 地 曲率 


TREER E ERE 


Ф085 п 

M (3.102) 
=k Ik n 

ds g 


RER 39 Ó ЖШ N| 6, ЖЖ ЖН. TEG. 102) 式 与 1 求 内 积 ,并 将 
(3. 90) 式 代 人 ,可 得 


р ро Чр (Ак у= рд 
„= El DLE (3,103) 
结合 (3. 93) 式 得 
т=—1+їл (3.104) 
#5 ERAR. 4 
—k = іт + I=ksin 0 
£ 
Ш k =kcos 0 
所 以 Érte (3.105) 
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对 于 测 地 线 =k ,也 就 是 说 , 测 地 线 上 每 点 的 测 地 曲率 均 为 零 。 


§3.7 曲面 的 主 方向 和 主 曲率 


测 地 挠 率 为 零 ( 即 = 一 0) 的 方向 称 为 曲面 的 主 方向 ,这 时 


Tks (3. 106) 
S $ 
ВЕ Weingarten 公式 ,有 
dn аё __ aBa p Pe ‚ 
ШЕШ FP boa! 5 bag r (3.107) 
因而 
bg "a =k s Sta r kagt (3.108) 
或 
(6 К „О = (3.109) 
即 b taa 9 (3.110) 
ЮЕШ a ,得 |,—&% =0 (8.111) 
(3.111) 式 可 表示 为 
bk, г 
| ， m (3.112) 
b 6, 
展开 为 
k —2Hk +Е=0 (3.113) 
其 中 
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апар 


显然 Н.А, 
在 主 方向 上 ,法 曲率 和 应 满 是 下 式 : 


2 ， 11 22 ,1 
H =k =+ +.) b. 


所 以 ,曲面 上 任 一 点 一 


щн? =k 时 ,两 个 主 


bb b 

= =)? >0 

般 有 两 个 主 方向 ,其 法 曲率 分 别 为 
a 
„-н-/ 


方向 重合 。 


主 方 向 上 的 法 曲率 为 主 曲率 。 由 (3, 116) 式 可 得 


_1 
Н= 206 +k,) 


к=к, 


AP, H ЯШИ РЕЩ Ж. EE 


ЕЛ ЕШ ЖЯ КУ 


FE8; k 为 


率 或 Gauss 曲率 , 它 是 主 方向 上 法 
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曲率 的 乘积 


(3.114) 


(3.115) 


(3.116) 


(3,117) 


面 的 全 曲 
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曲面 上 两 个 主 方向 是 相互 正安 的 。 证 明 如 下 ， 
Ër s ,s, 为 两 个 主 方向 ,从 (3, 108) 式 可 得 


рб, 
h$) b STe 


озу mts rb 
RE ssa 分 别 为 31 ,s。 的 协 变 张 量 。 
以 s,s51 分 别 与 上 两 式 作 内 积 ,再 相 减 ,得 
(k, =h )s. . 


5 一 0 (3.118) 


#— WR F.H Ae HL Ak Ms sO BIN # IE, 
{38 ШИКЕ 


1. 协 变 导 数 , 逆 变 导 数 
用 和 仿 射 空间 类 同 的 方法 ,定义 二 维 Riemann 空间 的 张 量 。 
例如 ;9 MEE, p ADERE kE , 当 坐 标 变换 时 ,满足 以 下 变换 规律 ， 


Күш рй p? .. p pa pa: рш” (3,119) 
йй," ñ h Ban BBB, 


协 变 导 数 仍 类 同 于 仿 射 空间 ,可 用 曲面 上 的 Christoffel 符号 来 表示 : 
vA aA, TA, 


VA =A TRA (3.120) 
二 阶 混合 张 量 协 变 导 数 为 


def 
Va 97. TD. Га. (3.121) 


而 其 度量 张 量 和 行列 式 张 量 的 协 变 导数 均 为 零 , 即 
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ES- 2 W 


下 面 再 引进 - 


-个 新 的 概念 。 


уб B B: =a, det 
1779 
2. Gauss 公式 


HE 4 的 散 度 为 


divA=v A *=ə A" +r A= 72, СА) 


类 同 于 Euclid 空间 ,Gauss 公式 仍 成 立 ， 


[ divAdn =$ АЧ ds 
n L f 


式 中 /为 曲线 上 的 单位 切 向 法 矢量 ， 


3. Laplace Ë + 


Ag—div grado 


和 Euchd 相同 ,其 一 般 形式 为 


Аф = PA Vap) 


如 Gauss 坐标 系 是 正 交 的 , 则 


Ap 二 


$0, 8 0 


| 


=o, ve 


a 


116 — 


8° 


| | - -一 
а falf É " | 

1 ə 2 а, 
411292 ад 19 412 2? 


СЗ, 127) 式 和 前 面 讲 的 相同 ,只 是 将 в =a 


(3. 


3. 


(3, 


B. 


(3. 


G. 


122) 


123) 


124) 


125) 


126) 


127) 
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$ 3.9 Gauss,Godazzi 方程 ;Riemann-Christoffel 
张 量 ( 则 率 张 量 ) 
1. 曲面 的 基本 方程 :Gauss 方程 和 Godazzi 方程 


我 们 从 Gauss 公式 出 发 进行 推导 ， 
ra ta n (3.128) 


aĝ 
两 端 对 PRE 一 一 Vr ), 得 


2r (b ntb 
ro а ой | ETA y ta, А ату 
(a ror, Га Tor, rb. D) РӘ РБ в)" bgby го 
Gr tr 00, зад, Б tab gp (8.129) 
гв КГУ rb 697, +r? baT? a” (3.130) 
Гу op 


ШТ ror n RREI TK, 4 


ӨГ Tu -r° Тав бу ta (3.131) 


ri Бф Taty (3.132) 
(3.131) 式 和 (3. 132) 式 分 别称 为 Gauss 方程 和 Godazzi 方程 ,此 两 个 方程 为 
曲面 的 基本 方程 。 
2. 曲面 的 曲率 张 量 (RiemanmrChristoffel 张 量 ) 
(3. 131) 式 即 Gauss 方程 的 左 端 为 一 个 四 阶 张 量 。 
引进 以 下 记号 ， 
o.. BES о _ с _ с 
кә го ay tr r (3. 133) 
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式 中 Ry 为 曲面 的 曲率 张 量 ,或 称 为 第 一 类 Riemann-Christoffel # Ë Ruay" 


R“ `a 为 第 二 类 Riemann-Christoffel 张 量 。 
Ду и? 


将 (3. 133) 式 指标 下 降 后 ,得 


= 一 рй 
В а Гв. Lao Ta ga Lgl oy 


这 样 ,Gauss 方程 (3. 131) 式 可 表示 为 
R y baby 7б 
DERG. 135) 式 成 立 ， 


Ë 


aRt, = p — {Л 
В у 28у ә Га сәр" П ГУ а 


上 式 右 端 的 第 一 项 为 
Д Sa 
а yT g Arry po 
= K 
a Pa tT iy. 


= # y— r 
ә, (а АГ) гиду ТАГ, 


ara, ГС, „Г оГ 


Ау. 
=ə г, гг 
у ао а ур 


(3. 137) 式 右 端的 第 二 项 ,等 于 把 第 -- 项 结果 中 ?一 8,8>7y 可 得 
а Әр „ГГ, 

将 右 端 这 两 项 一 并 代入 R w 即 得 到 (3. 135) 式 。 

СЕВ (3. 136) 式 成 立 。 


将 1 一 5 即 可 得 (3.196) 式 。 
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(9.134) 


(3.135) 


(3.136) 


(3.137) 


(3.137) 


(3. 137)” 
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(3) 我 们 将 进一步 证 明 Gauss 方程 还 可 表示 成 为 以 下 形式 ， 


bgo 0а? Ske а (3. 138) 
Ба" грб 
=н, ©, 
эн?» “ав 
=(-а, . „сп, ` сет, . „сп, r) 
=. ` re . ол, 
= . r °һ ` „дг 


一 [nm хо, Xr] “п, 


Seg 0 KA 


= bb,q . Pal 
s Т^ г | 1,2 
= РЧ 
Sebat p 
6, he em 
(3. 138) 式 得 证 。 
上 述 证 明 中 曾 用 到 以 下 等 式 ， 


pq 2,l 1 .2 
55 e pg bb є„ б б Sl, 


= (662 6b Ya 
а g а б 


=k, (3.139) 
AH k A Gauss 曲率 。 
此 ,Gauss 方程 又 可 写 为 
R a sata (3. 140) 
(4)Riemann 张 量 的 反对 称 性 ， 


一 n9 -- 


R oy оре byta R By (3.141) 
RR 张 量 关于 指标 a,o 是 反对 称 的 。 
Ra бә? О» R y (3.142) 
可 知 Riemann 张 基 关 于 后 二 个 指标 也 是 反对 称 的 。 
当 7 一 8 时 ,有 
R =b 一 = 3. 14 
ЯР реба Р 0 (3.143) 
当 g=a 时 ,有 
0 (3.144) 


R y bg ye bba = 
所 以 ,Riemann 张 基 中 , 当 其 前 两 个 指标 相等 ,或 后 两 个 指标 相等 时 ,Riemann 


KEEFE. 


$310 8S- 族 坐标 系 


ЖЕ, 中 给 出 了 一 个 面 S. RE E, 中 取 Descartes ЖЖ (ху z), THB 


而 可 表示 为 参数 方程 : 


3 -8 所 示 。 


т=л( г) 

у=.) 

==.) 
(ОЕП, WEER Cry BD Se, Y S E Gauss 坐标 系 。 
н. r ANTS Бак KERKEN а pa”, 
E, 中 任 一 点 也, 过 卫 点 作曲 面 S 的 法 线 ,此 法 线 和 曲面 S 交 于 M 点 ,如 图 


~ 


Ф MP 一 =Z. =É MO z T ) 组 成 E ЧИЙ ЛЕБ Ж, И 
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S ЖЕЖ. КОР ш Е. Д] 


В =r+r n (3.145) 
S - 族 坐 慰 系 中 Ri (i 一 1,2,3) 为 
R =R r +n 
@ Әх" а а 
或 r 
R Sr tr п (a=1,2) 
R =n (3.146) 
S - 族 坐 标 系 有 很 多 用 途 ,因为 S 其 面 可 以 в зв 


是 固定 曲面 ,所 以 S - 族 坐 标 系 能 应 用 在 沉 体 、 薄 
流 层 的 流体 流动 等 问题 中 。 
为 了 使 用 S - 族 坐 标 系 , 须 搞 清 以 下 网 题 ， 
中 在 S - 族 坐标 系 中 ,FEs 中 的 度量 张 是 д. 和 曲面 S 的 度量 张 基 а В 
Ж. 
ФЕ, 中 Christoffel Ф 5 г, 和 曲面 S 上 Christofffel 符号 rož 的 关系 。 
OE, 中 张 量 场 的 协 变 导 数 和 S 上 的 协 变 时 数 之 问 的 关系 。 


1. 度量 张 最 
由 (3.52) 式 知 


RAG. MORE 
=r —_ tr =(P r 
a a ад а а À 
一 L a 
= (а хб да r 
~ag be (8.147) 
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ЖЕЛ 


， 3 3 А 
所 以 Eg R R, (a z b г (Cag T bgr 


=. СА =) 


将 上 式 展 开 , 并 利用 (3. 54) 式 ,得 


3 3.2 
=a 一 27 4 | . 
Eg ag да baT № (3. 148) 
而 Na 2Hb 一 kmg 代 人 上 式 后 ,(3， 148) 式 可 改写 为 
sg DY la g HHGS 2 ly (3,149) 


AP H ARES 的 全 曲率 和 平均 曲率 。 
由 六 "二 0 ,得 


3 3.2 
=a —2b +O N 
СЕС (3,150) 


Ba 83—05 83371 
E. р НК ЕП БИЛИИ — А, (3. 150) 式 可 得 


g=fa, Ф=1-2на ка)? (3.151) 


2. Жар R 
ЕЕЕ 
{1.95) 可 知 


1 
R F XR?) 


£ 
WJ к! 一 xm 
-a b, CrXn) 
nXr 62) 
引进 | BARERA ATESA 
axar =a 
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Еш 
1 


RÊ =-= XR) 
£ 
laxi — d 
Sg Va rb 


э? 


8 


_ 1 _ 3 À. 
== х бе, r 


Ук [ 


=1 ap о 
"=n т ва Eg” 


3 1 
R =н XR 
1 


8 


Ж 


_ À 3 Ау, 20 
72001 х bD г b,)(r Xr ) 


(3,152) 


《3. 153) 


Jar l 31 2 32. _,2_ 32 31 
=g 26,0005 2 b) (0 r b OTT bp ln 


3 


1 
1 3.5 
319 х) 10-а 


=i На? (25) а= 


, Да 
所 以 Ra 


_ l. а.м 
R = 704 z а £ 


Z lÀ Ра 


69)+ C002 CY) ln 


3 ж 
т bp )a £ 


=a БГ ya; г 


(3.154) 
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ET m и or 3 
=й [ eegtte eg J 


alra a 3 
=0 L Te ° 7 


Lg lra рн m 3 „с 
| J s Jf (3.155) 
к=п 
ар У FE A: 
а lya т a, Зура 3 А 
= Ф) ве? 2 3.156 
Е" =0 [pg (e Ep Кр HBe J ‹ › 
还 可 验证 : 
Ho а а 
а Ep Tg 285 
， a_l 3a, Ba G 
所 以 R'=0 [G -—2Hz ) tr бе 
R =n (8.157) 


gP =R e RP= [а —2Hr аа] 
[а—?н + La ror’ 
=a [A -2H ача? k (l n 
s À oa 
таана?) C вв?) 
g À s À 
= [AmA L Goa a b as + 
AHL) blaa L B у] 
oa oA 
=? ганаа Ha раа? + 
а 2Ha] (3.158) 


(3.158) 式 中 用 到 (3. 154) 式 。 
再 用 Riemann 张 量 的 男 一 形式 , 即 


АРУ vA RE PEZ 


可 得 
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N aa = (Hb —#а Jafa 
uy шу ША 


=2Н# —ьа% 


в =6 LAH 23) Ja®+ 
2H(z 2 +213 H + 698) 


PIAH HAH ваз aE t 
220- H6) 


298 24а +223 Hay + 
OLAH? Юа —2Нь#1) (3. 159) 
в =g" =0, g =1 
3. Christoffel 符号 
出 (3.40) 式 可 知 
= А = 3 
Ra Tan" thn Krp tb n (3,160) 
根据 (3.147) 式 ,有 
R = (г )r 
a а a À 
ИП _ ЗА _— 3 À 
所 以 R = г А в х Әф 
À yi с Ар ря 
ШАГА г тов 代入 上 式 得 


— _ ЗА _ 
в (0—4 Л 


аб 
3 à а А 5 
КЛА АЕА (3,161) 
R =E- yr (3.162) 
y у 7 
将 (3.161) 式 中 的 呵 式 相 乘 后 ,得 到 空间 的 Christoffel 符号 P, „ел k, BI 
Lay Rog ` R, 
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АЗА ан 3 
一 (名 тб) 2 ВГ в. (3. 163) 
再 用 Godazzi 公式 ,(3. 163) 式 可 改写 为 


=p rl 
Dey Гау [FV Ур у 


ү, 3,2,1 
2 Гер) CA 


À 
v, 116 )1 (3.164) 


[aa Rs «п 


АЗА. 
= 2 Б в п 


用 (3, 160) 式 ,可 得 
r =Q Ay 


p3 Pa 入 
=b, bu 
并 用 (3, 54) 式 ,得 
à А 一 
bba a багар ар (3.165) 
3 
š To sb rN 3.166) 
所 以 8,3 К т К ‹ 
H (3. 147) 式 可 得 
= À = 90 
R = br Вр r bor, 
Гор R, ` R, 
= 
3 
= b tz N 3.167 
g Na ( ) 
同 理 有 
Da 0 Га =9 (3.168) 


空间 第 二 类 型 Christoffel 记号 为 
А, y 
=R -R 
r 9 R 
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R= [0 -2H2)8 T р 


和 (3.161) 式 作 内 积 ,得 

A — 

ШЫ, е2 А X 
[A-2H2)8 +p]— 

о o 

з AL Ao H 
АЛА А 
га -2на?а +2577 
—1 8 3,41 9 


1 


9 X 


0 ША 


—| 3 
0 z TEP 


[(—2Hz а? Ha] 


“юга 2н:3)8 КЕИШ 


(3.169) 


g lro _ 3 7 у 3.2 Y 
=0 Г» х К КОТ ) (2H Vab + 


нг, 0—0 АЛА г bb 
由 于 


А =a” b =а?М 
ou àr 


引用 Godazzi 方程 得 


aß 
Oy: ноф? +960) 


7 
A (Tv) 2+ 
онг? Б-те 1 
A 

а __ Q . a 

Гв Tig Ry R 


= (ғ 07 еа-2на)е 


Е 


= _ _ Зас 
=0 1 коса 2Нх )8 8, 


су 


A 2 
у ly _ 3% 7 у 
Г. =0 Ta 7 (Уф, жанг t 


+= 6 у" 
ç 


RE 
200) 


(3.170) 


(3.171) 
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=! C (Q O2Hz6— 2 B) 


ЖА зат 
rT GETAN 
r =r == 

5 5 УИШН ур, =0, ШУН 


* 


Тал Tga gaT р Lag 


зз = Tag? 
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à B 
或 者 是 
Aa а _ -1l 3 а 
Г =m = b+r OHE ам 
в 38 0 Т В rl А а 下 
mH 
3 
É SIÉ =0, гі =0, гы =й 
4 近似 公式 
H O Тл, В оа, NS 为 全 
高 阶 小 其 ,可 得 下 面 一 组 关系 式 : 
pi Eo 80 
g= = 8 ，g = =o 
=], g 
b 1 
_ _ 3 _ 
Pga Tea х Va Га bg 
Таз. bg a.s 0， Tyg, 5? 


(3.172) 


(3.173) 


(3.174) 


率 , 那 么 我 们 略 去 


(3.175) 


(3.176) 


(3.177) 


(3. 178) 


TZE HAKE _ 
б Гб i asa 
Б (3.179) 
ra-o=0， r =9 
5. 协 变 导数 
在 S- 族 坐标 系 中 ,E, 中 的 协 变 导数 和 S 上 的 协 变 导 数 之 问 有 什么 关系 ? 
T 


x d 
V; ° — ш* 
Әх 
所 以 从 Christoffel 符 导 的 相互 关系 (3. 177) 式 可 知 : 


уа ua vpu № 


3 3 
vu = д 4, и" 
a пс 


а 


Әх 
(3. 180) 
Уза" =H 2: И 
Əz` 
3 
з Ou 
Vau = 
Әх 
— +W iku mamaka T , 它 的 一 阶 协 变 时 数 为 
j oT? injo sopi . 
vT” =r TI +P, T (3.181) 


Әх 
将 (3.177) 式 代 人 上 式 得 


v = 9 TP pq HTI У T Pre 
7 ту с с 
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кази 


v r= v Т тё + т®—ь 


ë pa 3 a Re 
v r= v TT "еН T ET” (3.182) 
VT =з TL (тте 
yI = әт -вт® те (3.183) 
„ү 3a 
prea н 
дт 
зәт“ 3 
WT = (3.184) 
Әх 
33 
зз ӘТ 
' VYT =——— 
П дг 
当 我 们 利用 前 面 学 过 的 一 组 关系 式 时 ,有 
2 
k =b вве к? 
a (3. 185) 
H=>b 
Vady Vha 0 
对 (3, 183) 式 进行 指标 缩 并 后 可 得 
ViT =v T” +v; T” 
= 9," Т" V H +Т®+, Ба) 
2HT 1“ t PT (3.186) 


ar? 
i 5 3 
ViT =y TŠ +y, TŠ 
А x 
=v T3—2 TY H+ 
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#=% шака 
А 33 
b T° ант“ PT (3,187) 
Ш дг 


对 于 以 下 的 二 阶 张 量 ,我 们 要 特别 注意 ， 


eV) (3.188) 
利用 (3. 175? 式 和 (3.180) 式 可 得 
т^ Spi Vtu HV Oua (VEV u” 20u) 
上 式 中 递 变 导数 为 


由 (3.185) 式 可 得 


Esa Šajo ава pa, авд за 
vb tv b, a ve, а М 


# Т” =T" =p Vu" t Ya — 


(3.189) 
将 (3, 189) 式 代 人 (3. 186) 式 后 得 
v Te =V, t [Ve 9 д V eu” e) 
а? 2[Vs Yo 2 V , 7 — АТЛЫ 
ш? (219% 9ай 227 9 и ЛАЛЫ 
гува? Vuza уи? 20 ， ZA 
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KEH 


3 a 
Эн ч + 
ar? af әк 


3 a 
aðu | Әи ] 

На sgt gi 

ú | 90 аг? 


3 a 
al Rou Ou 
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$ 3.11 Gauss 定理 和 Green 公式 
这 里 我 们 将 推导 任意 坐标 系 下 的 Gauss 定理 。 
1. Puciid 空间 的 体积 度量 
在 8 2.9 中 己 推导 过 Euclid 空间 的 体 元 为 


dv= de pde Ada Ada! 
体 元 dv 为 一 个 不 变量 。 
XE n 维 Euclid 空 间 , 同 样 有 


dv=} £. , йг, Айт; ПСА 
nli imi 
12 n 


2. Riemann 空间 的 体积 度量 

设 82 为 其 度量 张 量 ,g 一 le; Е 维 空间 (V, ) 的 体 元 为 
de= Jdr! dr да" 
v5 K 

它 在 坐标 变换 下 ,也 是 不 变量 。 


在 新 坐标 系 zz 中 ,有 
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(3.190) 


(2,127) 


<3. 191) 


(3.192) 


_ 第 三 章 BIKE 
= 1,2 п , , 
v | vg dr dr dr (3.193) 
D 
因为 
— a=: а 
СОКИТ. 
Әх Әх 
所 以 g'=det] led |= de | jj] | 
аг! 
са 
l 2 n 
Dlr sr mx) 
= 7 (3.194) 
раа а 
1 п 
即 v =Í gdr dr 
D Jp 
1 2 n 
DE . п) Й П , 
=| Vg + 22 т dz! 4? rodz” 
D Dix ) 
-| Ук de da = vp (3.195) 
D 


再 此 在 坐标 变换 FV, 为 常量 。 
„ашка 


{Е п ЕЮ Riemann 空间 Va 中 ,在 n— l Ahi Е Gauss А E (a=1, 
2,…sn 1)。 其 度量 张 量 为 
a =g aT 
A Ë aag 
n+1 维 曲面 度量 张 量 ag 的 行列 式 为 


a=lla 11 £ рр; (3. 196) 
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可 得 曲面 的 面积 为 


mp=| ¿aga ае 
D 
Gauss 定理 ; 
设 口 为 某 一 区 域 ,S ханони. 有 


Ге» = | -一 (m ) /вах! d? eda” 
0 D йа 


= go dr’ 4° Фф" 
р дг 


-5 Jev dr! dz 2 ada” Таа. аа" 


-J дер аа ае (3,197) 


设 5 的 曲面 方程 为 p(x 1) =0, 表 示 成 参数 形式 为 
=r Ee 


所 以 e =°5=0 (3.198) 


而 D =9®—о (3.199) 
比较 前 两 式 可 知 ， 
Фм =aD, (a= const) 
п, АНЕ n ВНУ 


Фк 
п, = 


Лур 
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即 


标 系 中 仍然 成 立 ,有 


将 (3,.200) 式 代 


(3,20]) 式 即 为 


= 
арр, 
р, 
一 -一 (3.200) 
r” 
£ D,D, 
可 (3. 197) 式 中 可 得 
divydv =f “р, Че анат! 
D 5 
л йо -| vene Уаде de dë de” а 
0 5 
[wau = fv + nas (3.201) 
Q 
Gauss 定理 。 


对 于 Euclid 空间 ,Gauss 定理 的 证 明 更 为 简单 。 这 时 divp,y,n,dv,d;, 均 为 不 
变量 ,所 以 (3, 201) 式 中 左 , 石 两 端 Тама,» r nds tB КЛ, TE Descartes 坐 


[еа = Jp © ads (3. 202) 


(3, 202) 式 是 Gauss 定理 的 三 维 形 式 .Gauss 散 度 定理 的 这 种 形式 说 明 ,在 任 
何 矢量 场 y 中 ,其 散 度 遍及 整个 闭 区 域 的 积分 等 池 其 牌 直 分 其 遍及 边界 的 积分 。 


Green 公式 


由 Laplace 算 子 ,得 


可 得 


A = g” V, V; = V! v; 


uAv+ VY, * Vy = V° (u Vu) 
uVu—ouVu = V. (u Vu —u Vu) 


利用 Gauss 定理 ,可 得 
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Пен vee = ss, gg (3.203) 


0 
И ТИ (3.204) 
R 5 


J A 


1. 推导 任 一 则 而 S 上 的 Gauss 坐标 系 。 沪 坐标 系 有 什么 特点 ? 
2. 何 谓 正 则 曲面 ? 
3. 推导 曲面 上 的 Gauss ARAUA E EK Christoffel 记号 。 
4. 曲面 上 的 第 一 基本 型 是 如 何 定义 的 ? 
5. 推导 曲面 上 的 第 二 基本 型 和 曲面 上 的 第 三 基本 型 。 
6. 什么 是 曲面 上 的 测 地 线 ? 满足 测 地 线 微 分 方程 组 的 充 要 条 件 如 何 得 到 ? 
7. 推 导 Weingarten 公式 。 

8. 推导 张 基 场 中 的 Gauss 散 度 定理 ,并 推导 E, 中 Descartes 坐标 系 下 的 Gauss 
散 度 定理 是 - - 般 张 其 场 中 Gauss 散 度 定理 的 特例 。 


[ 
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жия ЖЕНА 


Жа ЖЕ 


ТЕЛЛЕ E ,电学 ,电磁 场 等 许多 领域 。 用 张 量 分 析 为 工具 ， 
可 得 到 将 力学 ,物理 学 规律 用 不 变形 式 表 示 的 数学 表达 式 ,当然 它 适 合作 何 坐 


标 系 。 
$41 弹性 力学 中 的 应 力 张 量 及 应 变 张 最 
1. 应 力 张 量 
为 了 定义 应 万 , 需 定 义 — fi pü dA ,这 里 用 而 元 外 法 向 的 一 个 矢量 表示 该 耐克 
《 见 图 4-1)。 
ал=-уагха$ (4.1) 
dr 一 各 一 da 
d§=de ~da 


将 (4. 1) 式 改写 为 
da=} (db—da) X (de~ da) =L dbx de+deX da+daX db) 
式 中 
da=da e, 


db—=d5 e, ч?) 


dc 一 dè е. 
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1 2 3 ларза 
д4= 5006 ас ZRU 十 de da е; 


_ 1 2 3 
=ЧА, е +4А,е +dA,e 


2 1,2 1 
1° +da db e1248 ) 


=dA е! 
1 
ERP: 
_1 2 3 
ЧА, = 186 de 
21 3 1 (4,3) 
dA, = 21939 da 
_1 152 
dA, = еу; da db 
同 理 ,AO4B 也 可 由 其 外 法 线 表示 为 
1 _12 3 3 
BdbXda= 5-46 da e, „е = dAse 


AOBC, AOCA 也 可 以 同样 表示 。 


4-1 


现在 假设 从 某 一 材料 上 截取 四 面体 ,如 图 4 - 1(b) 所 示 ,并 假设 作用 在 该 四 而 


体 上 的 力 为 dP,d@,dR 和 dF, 每 一 个 力 和 它 作 


的 面积 成 止 比 ,并 可 将 其 表示 成 如 


ТУЛЕ. 
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зли KENYA 


dP=—0" dA e 
1) 
= 3 | 
(Q= 4A e, | uD 
dR=—0 dA e | 


这 .= 个 矢量 方程 ,确定 了 9 ТШ о” ,但 须 注意 ,o 只 是 在 张 量力 学 概念 中 的 物 


нЕ, 
由 四 面体 的 平衡 条 件 可知 ,作用 在 其 上 面 的 各 力 之 和 等 于 零 ,所 以 
dF=— 4Р—40 ~ dR = 5 аде = ае, (4.5) 
dF = o dA, (1.6) 


BODRE AdE 和 ал, А ВД о” 为 -个 一 阶 张 基 , 称 为 应 
力 张 量 的 分 量 。 

当选 择 以 i,j ,上 为 单位 矢量 的 Descartes 坐标 系 时 E 

11 


с =o =G 
Tr от 


= о 为 二 阶 对 称 张 量 。 
讨论 如 图 4- 2 所 示 单 元 体 一 六 面体 的 力矩 平衡 条 件 ， 
六 面体 的 三 条 边 由 矢量 da,db,dc 组 成 。 
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каљи 


作用 在 六 面体 三 个 面 上 的 力 为 


dp=dPre =” д де, e 
m ijk m 


а0=40”е = ваге e | an 


l 
dR=dR”e =a да ае, е 
m lj m 


Gjok k 1,2,3 的 偶 排 列 ) 
在 四 面体 的 三 对 面 上 ,作用 着 大 小 相等 .方向 相反 的 一 个 力 , 其 力 纸 为 


ах р —qaš Pe, e 

bnn (4.8) 
Ë 

c € в inn? 

bXdg=db 40е e" 

0 2 Q ё imn? (4.9) 


k n 
€ ев imn? 


kpm n 
e 


cX dR—dc dR e 
тп (4.10) 


_ injak n 
o da db ° e j mn" 


Efe Eki = EZ АЕ. M ЭЖЕ ЫЛ 


M=M е" (4.11) 
UFEJEM AR , 其 每 个 分 量 M 一 定 为 零 , 即 


Fi da. аў а (е. 


Ы imn еу ра Жее) 0 чып 


САНЕ п HRE JUROM 5 对 哑 标 , 共 应 有 3° =243 项 ,但 其 中 多 
数 项 等 于 零 。 


由 (4,2) 式 所 描述 的 矢量 da,db,de 分 别 为 
140 - 


Еп KEKA 


W 
44е, ч.л) 
es | 

使 上 述 问题 变 为 特殊 情况 , 即 恒 有 ;二 1,j 一 2,& 一 3, 当 n=1 时 ,(4.11) 式 简 
化 为 


2" Conf iml TEE 2m езш 7% (4,18) 
(m,n k 1.2.3 的 偶数 排列 ) 
根据 Ricei 符号 的 定义 ,上 式 即 为 
ШК +o” engt = 9 
8 -602=0 (4.14) 


(4.14) 式 是 取 n=1 BARAR, IDRE a=2,3,.- Saf (3.14) 
式 类 同 的 结论 ,这 就 证 明了 应 为 张 最 为 对 称 张 基 ,因此 有 


J — J: (4.15) 
ос —6 


2 应 变 张 量 (讨论 小 应 变 ) 

考虑 受 力 而 变形 的 物体 。 用 直角 Descartes 坐标 系 , 在 坐标 为 y, 的 点 卫 的 质 
点 移动 到 坐标 为 y, 十 u, 的 P 点 。 同 样 , 原 米 在 坐标 为 <, 的 点 Q 的 质 点 移动 到 坐标 
为 < 十 v 的 所 点 。 将 连接 未 变形 时 的 P 和 @ 两 点 的 直线 的 伸 长 ce po 定义 为 每 
单位 长 度 上 因 变 形 而 增 加 的 长 度 , 即 


， =РӨ PQ PQ | (4.16) 
PQ) PQ PQ 


(PQ EOT) O; єр 
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KEHN 


(PQY O Tu, z vy, Tu, z u.) 


i 


=, 34 034 | 
э, xz.) (y. #Ә+Ф(у. z) (u. v) Fu To u — u) 


| 2L. u.v.) (u —m.)(u =»?] 
ii i i C i i 


2 
=(PQ):1 | -| 
| PQ (Q j 
(4.17) 
Ата, р АЖИ РО 的 方向 人 
1 
一 一 一 2 
所 以 , \ BL u, v) | ш. v Ca, ©. о, -l (4.18) 
(PQ) PQ (PQ | 


这 里 我 们 只 讨论 无 穷 小 应 蛮 的 情况 。 在 这 种 情况 下 , 候 设 位 移 基 и о. Fl 
PQ 相 比 都 是 微小 的 , 略 去 比 -… 阶 高 的 微量 ,可 得 
L; — u) (A.19) 
“Q PQ 


现在 在 卫 点 的 领域 取 @@, 使 yz, 为 微量 。 由 Taylor 定理 得 
ои (туди, б, СУ, 的 高 阶 项 ) 
略 去 x Y; 的 高 于 -- 阶 的 各 项 ,可 知 点 也 EFRR L, 确定 的 方向 上 的 
fue 为 


一 一 4 
е PO i u LL, (4.20) 


山下 列 方程 引 人 对 称 Descartes ЛІЗЕ e, 为 


¿=l а) (41 
U 2 ij Ji 
最 后 即 可 得 到 以 二 次 形式 表示 的 伸 长 e 为 
e=e. L L. (4.22) 
92273 
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应 变 张 量 的 分 量 不 是 完全 任意 的 。 为 了 证 明 这 - -点 ,将 (4.21) 式 微分 两 次 ,得 
— 1 (4.23) 
“u Sg ы Tura) 
这 样 可 得 
(4.24) 


еы ыу “йй “йш O 


这 些 相 容 方程 好 像 有 81 个 ,由 于 应 变 张 量 的 对 称 性 ,有些 方程 是 重复 的 ,还 有 
一 些 方程 是 恒 等 地 满足 的 。 所 以 这 组 方程 里 只 有 6 个 是 独立 的 。 


3,， 线 弹性 力学 中 的 应 力 张 量 和 应 变 张 量 间 的 关系 


应 力 和 变形 ,是 在 外 力作 用 下 物体 内 部 发 生 的 现象 ,通常 用 材料 的 力学 性 质 的 
本 构 方程 ( 物 埋 方程 ) 进 行 描述 。 
下 面 我 们 讨论 线 弹性 各 向 异性 体 的 Нооке 定律 。 


рб", 


Ehn 
im 


a Е, pE G6jl m= 1,2,3) (4.25) 
j Ит 


REEI E pp AREKE ЯШЕН E kh. EZR 
通过 指标 上 升 或 下 降 进 行 转换 , 妈 


ај. ip ją dk т. 
рд СЕРА z" E 


чм (4.26) 
Ejim oE E E E 
Mislim 1.23 W. EY СЕ, ) 应 有 81 个 分 其 ,但 它们 不 是 彼此 独 
Уй. 
щу оў = BUY 
рб" рій" 
而 由 于 ein 一 eu 因此 


一 из 一 


А pE” e ) (4.27) 
im ті 


(ЕЎ! ЕЎ"! Je 


im 
即 在 ij ALm ZTT ARRE ВАНТ EE RA 6 组 ,所 以 最 
LA =36 И Е". 
再 考虑 应 变 能 密度 4, 有 
da=? de.. (4,28) 
ij 


当 应 力 从 0 逐渐 增加 到 o” 时 ,在 位 移 е 上 所 做 的 功 为 
1 (4.29) 


da= 994,0 4-.92 de (4.30) 
ij д, g 


通过 {4.25) 式 , (4.30) 式 还 可 写 为 


Я 
да 

ба =- — de, 0, 

а? ае н т д ij 


да (4.31) 
imij | Ü 

2 Е To )de; 

所 以 ,e =e. TE 9 A de 中 ,总 可 以 选择 de.. =de 720, RIE, 
ij ji 1] U J 


28 te de EAE tot] 


А „imi 
й. Ек" 


т 
Im 


与 (4. 25) 式 对 比 , 可 得 
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йй Km H 


ЕЎ!" = ЕР) (4.32) 


所 以 ,还 多 许 一 对 上 标 ü Am 互 换 。 这 样 By 的 数目 从 36 变 到 21, 
对 于 各 向 同性 的 均 质 体 ,弹性 张 量 可 以 通过 Lamme RAO y ЖИ ЕЕ B: Ж 
Ж.Ш 


231 i im i jm { Д 
Е cay g talg g А") (4.33) 


Е па А858 


HRiB jm Та 


、) 
im 


如 将 (4. 33) 式 代入 (4. 25) 式 中 , 则 


ў.) {т il jm L J im 
€ SAR E Epp THE E Epp TR R epn) 
m _l m 
ШЇ £ em D8 (Vu +9 и) 
1 b b 
ШАЛГА ) y (gu )] 
1 i 
Sg Vu +90") 
_ loy 
=%уи = divu 
即 ge 一 0 一 divu( 不 变量 ) (4.342 


表示 位 移 的 散 度 ,又 由 于 g” se, 的 对 称 性 , 则 


o” =? divut2pg а?" Im (4.35) 
a =a в” А АГУ 
=н" Oai да) 

=н! Wu) (4.36) 

J =g? divu+ 2ye" (4.37) 


同 理 可 得 
一 145 一 


张 是 分 析 


y TAE] у ËVU 2ye (4. 38) 
应 变 张 量 还 可 以 通过 下 面 РУ SARI: 
1 m m | 
Ej 7E д" кә а уч ) (4.39) 
К =a ш + "а иә ки") (4.40) 
0=divu=Ə, +Ə,ln /gu чып) 


$42 连续 介质 力学 中 的 平衡 方 种 ,弹性 力学 的 Lamme J E 


讨论 连续 介质 中 任 一 体 元 2, 在 Q 上 受到 的 外 力 为 弹性 力 一 一 pa ,体积 力 pf。 
而 应 力 合力 为 中 ,这 两 组 力 在 任 一 方向 上 都 处 于 平衡 。 设 {A; } 为 任 一 固定 的 单 
位 平行 向 基 场 , 则 有 


[ca оға аа n A as=0 
a 


* 


Gauss 公式 ,得 


e + tv d=0 
£ 


ом, 的 任意 性 ,可 得 平衡 方程 为 

мор +Y =0 (4.42) 
ЖЕФ ЗЕ P Л) 3k Bt АЕ КЕ СУ TE k МО ЭС (4. 38) 式 和 (4. 42) 

式 得 


— Hof Hag? Y, (div) tuv, Сейл) 十 wa )=0 
注意 :在 Euclid 空间 中 ,Riemann 张 量 等 于 零 , 协 变 导数 的 求 导 顺序 可 以 对 调 ， 
所 以 
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i J vi J 
V; Vu =V Vju 
=W (divu) (4,43) 


=g" V; Cdiv) 


另 一 方面 ,有 


Vi Vu =V u 


— tpf tO tpa Vdiv) +иўи!=0 (4.44) 
将 (4, 44) 式 改写 成 问 基 形式 为 


pa 十 ar tgraddivetnu Vu =0 (4.45) 
这 上 就 是 弹性 力学 中 的 Lamme 方程 。 
当 用 任 一 位 移 向 量 v, ЯСА, AD RETTES E BUY S 


s= 


pv qn U Iler»; U [| vjet» an=0 
4 » 


由 于 a” 的 对 称 性 ,并 利用 


у? * s, =V; ( va” 3- 7 ур; 
所 以 07У u = e, (4.46) 


再 用 Gauss 公式 ,有 


Гега і ПЕ Н 
0 
(4. 47) 让 在 端 共 三 项 :第 .项 为 异性 力 做 荔 , 第 一 项 在 外 力 做 功 , 第 -项 是 表 
面 力 做 荔 , 啊 这 些 外 为 做 功 ,使 得 内 部 弹性 势能 发 生变 化 , 邯 丰 


А nu. dS = А2 dn 4.4) 
| 了 М) J 
Q 


A = [| o” oe, an (4.48) 
n 
-= M7 - 


张 量 分 析 


$43 流体 力学 中 的 Navier -Stokes 方程 
描述 流体 流动 的 物理 量 , 有 速度 и, ЕЛ) ,密度 o, 温 度 工 等 量 ,必须 建立 相应 
的 方程 。 
1. 流体 力学 中 应 力 张 量 和 变形 速度 张 量 之 间 的 关系 


当 流体 为 理想 的 流体 时 ,内 部 质点 无 摩擦 ,而 ds 上 的 全 应 力 只 是 作用 在 dS 上 
的 全 压力 。 它 在 每 个 方向 上 的 数值 都 是 一 样 的 ,因此 
арй (4.49) 


БЕ 


p 就 是 通常 指 的 压力 。 
当 流 体 有 共性 时 ,oo 可 以 分 解 为 两 部 分 , 即 

"i =— pg" tr” 
(4.50) 式 中 的 第 部 分 表示 不 存在 恭 性 时 的 应 力 张 量 ,第 二 部 分 表示 流体 微 


团 运 动 过 程 中 由 于 形状 改变 而 引起 的 阻力 , 称 为 条 性 应 力 张 量 。 
猫 性 应 力 张 量 是 变形 速度 a; 的 函数 , 即 


= (аә 


(4.50) 


(4.51) 


近似 计算 ,认为 Жа” 的 线性 函数 ,满足 这 种 关系 的 流体 称 为 Newton й. 
于 是 有 
öm, (4.52) 


t їп 


系数 "ЭЛЕШ. MRIS C, АСТ СБР ,均匀 流 


j im и jm 


Saet g tg g” He" i, (4.53) 


діт 
€ 


(4.54) 


HA ga, =divu=0 及 gË 的 对 称 性 ,车 将 (4. 53) 式 代 和 人 !7 的 表达 式 中 ,得 
im 


ij jm 


00 =ag аарц? g" a 9+ 2ай (4,55) 
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ty lg 0 + 0; (4.56) 
ГИЛ Ш.Ш 

aË = (рав драй (4.50) 

(4,58) 


% = Cpa, +2на„ 


2 动量 方程 
将 (4.57) 式 代入 弹 性 力学 的 平衡 方程 (4. 42) 式 中 ,得 


-poa tof -g7 Vi(p—20) av; (ма?) =0 
或 者 
一 oa tof в V; PADHY; Hiu =o (59 
假设 a= const, ЖЖ. 


并 利用 (4, 43) 谍 ,得 


(4.60) 


з pu Vu —g VLp— (tp vu =0 
(4. 59) 式 或 (4. 60) 式 就 是 Navier-Stokes 方程 。 它 代表 三 个 分 量 方程 ,含有 四 
ARAR Жу. 
з. 连续 性 方程 
通过 任 一 体积 的 流量 必须 守恒 , 即 有 


J -fems 
0 


条 


Gauss 定理 得 
Qua = 
Je + аури) Jan =v 
0 
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由 于 0 的 任意 性 ,得 连续 性 方程 为 


Әр урш) =0 (4.61) 
д! 
如 果 流 体 是 不 可 压缩 的 ,p==const; 则 (4. 61) 式 即 为 
divu= (4. 62) 
将 (4.62) 式 代入 Navier-Stokes 方程 ,并 改写 成 向 其 形式 ,得 
(4.63) 


О НУ шди—гайр/о+ Vu=0 
(4.63) 武 即 为 不 可 压缩 流动 的 Navier-Stokes 方程 。 
4 能 最 方程 


能 量 方程 在 这 里 的 表现 形式 是 : 任 一 体积 内 的 动能 和 内 能 灾 化 率 等 于 应 力 做 
筋 功 率 、 外 力 做 功率 及 由 外 界 传 进 的 传 热 产 。 


动能 变化 率 为 
к= [e $ia udo (4,64) 
内 能 变化 率 为 ° 
E= ||, ев (4, 65) 
є 是 单位 质量 的 内 能 。 ° 
因此 K+E=W +W, =Q (4, 66) 


其 中 W. 为 应 力 功 率 , 妈 
W = |rovuds 


= ROZE 


= | div( Еа) 
0 
= Vilo u фо 
0 
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由 于 a 具有 对 称 性 , 因 


并 利用 动量 方程 ,得 


= IGA и +7 Ун dv 
0 


ў 
o! Vu =a, 
i Jj ij 


w= [fo -ofu an+ ota, dv 
0 2 
所 以 w. +W,= o*a dut рач do 
好 J 
2 0 
j dj i d 
而 eu ра 7 Tay" и) 
所 以 W +W,= oa. do+K 
0 
注意 到 Q= phdv+ [a + nds 
0 an 
= || + div) do 
a 


式 中 ,及 为 单位 质量 上 的 热源 ;q 为 通过 aq 的 热流 。 
将 (4.69) 式 和 (4. 68) 式 代入 (4, 66) 式 中 得 


设 庆 为 热传导 系统 ,有 


а ij . 
р P a ~—ph~—divg=0 


q=kgradT 


(4.67) 


(4.68) 


(4.69) 


(4.70) 


j =< 0 — 2 „8 р] 
в e; pg а А a; 284 а, 


经 过 变换 ,(4. 70) 式 还 可 表示 为 


nÀ Vie—div(hgrads) + p0—ph=0 


(4,71) 
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$=, 十 2pa ai = +2ра?а 


其 中 ,$ 为 不 变量 。 


$4.4 Maxwel 7 £ # 


1 Minkowski 空间 


在 经 典 力学 中 ,用 直角 Descartes 坐标 时 ,一 事件 发 生 在 空间 一 点 的 位 置 可 


2 3 


== к л 确定 。 观 察 者 还 可 用 计时 装置 测量 该 事件 发 生 的 时 
4。 这样 ,一 事件 在 时 间 和 空间 上 可 用 四 个 数 z1,zr2 ,z3 和 1 组 成 的 系统 来 确定 
Einstein 考察 了 “同时 性 ”的 概念 并 得 出 结论 :没有 进一步 的 条 件 “ 不 同 地 点 
同时 泌 件 "是 没有 意义 的 。 他 的 狭义 相对 论 建 立 在 此 个 基本 原理 基础 上 : 
人 不 可 能 觉察 一 系统 在 空间 的 无 加 速度 的 平移 运动 。 
加 光线 的 速度 c= const 不 依赖 于 光源 和 观测 者 的 相对 速度 。 


К 


E ç 


当 考虑 = 时 重合 的 其 个 系统 ;和 5,5 RERE v Wrs 系统 的 起 轴 适 动 。 
可 推 得 Lorentz 变换 ,该 变换 由 下 列 方程 组 将 这 雌 个 系统 的 空间 坐标 和 时 间 相 


联系 : 

= а-а) 

22 

х 一 工 

一 3 3 

r == 

Т=Ки—шл /с) 
; —1 

paii) 2 

可 证 明 ， 


-adr adr dz) +C (d D 


2 2.2 


(dr) — (da) 


(423) + (Dš 


(4.72) 


(4.73) 


方程 (4. 73) 式 对 于 Lorentz 变换 的 不 变性 ,使 人 想到 由 以 下 度量 定义 的 


Minkowski # [Н]; 
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802 = 041) dz) (аа) T da чы 
区 r =t 
用 de( 而 不 是 ds) 表 示 这 个 由 维 空间 的 线 元 。 
当 讨 论 连 续 介质 力学 时 , 曾 引 入 球 坐 标 系 (r,b,p) ,因此 ,Minkowski 空间 的 度 


d = rd r sin odg га 64.75) 

这 种 空间 在 物理 学 中 也 称 为 " 事 象 空间 ”, 所 谓 事 象 ,是 指 在 如 此 小 的 区 域 和 如 
此 短 的 时 间 内 所 发 生 的 现象 ,使 得 在 想像 该 事物 的 状态 时 ,将 它们 视 作 一 个 点 在 瞬 
间 发 生 的 。 这 样 该 空间 中 每 个 点 对 应 于 四 维 的 Euclid 空间 中 一 个 点 ,反之 也 
成 立 。 
HEURA Euclid 空间 中 的 一 标准 正 交 坐标 系 , 这 相当 于 物理 上 的 惯性 系统 
取 标 准 正 交 标 架 。 


< =r, r =y, 2 =z, ata (4.76) 
式 中 ,c 为 光速 。 
质点 在 四 维 的 Minkowski 空间 中 运动 时 ,其 轨迹 为 
x = r (a) 
速度 为 
б 
t d 


а а са ar) te dr) 
在 惯性 系统 的 Deseartes 坐标 系 中 ,有 


do — аб — dr — dy 2 
一 cd ан te) 
1 = y 
2 
=й [1-5% (4.77) 
c 


式 中 心 表示 质点 的 速度 。 
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所 以 有 
Jil “r 
g e Під? 
2 "y o 
ds сма? (4.78) 
ñ a “z 
сае 
ddt 人 ! 
= Mae | 


其 中 ,+ 为 四 维 伪 Euclid 空间 中 质点 轨迹 的 虚 单位 切 矢量 。 


2 Mawel 方程 组 


《1) 电 流 密 度 
її и, 为 静止 蛋 性 系 ,中 的 质量 密度 ,zx 为 与 作 相对 运动 (速度 为 a) 88 


性 系 :中 的 质量 密度 ,根据 相对 论 可 知 ; 


2 


Си (4.79) 
А | z 
同时 , 设 oso, 为 sss, 中 的 电荷 密度 , 则 
2 
u (4.80) 
p=po/ 1-5 
(4.81) 


而 з= рут 
s ARER, PA ЙЕ ЛЕНИ ЖЕРЩ. 


可 以 验证 ,在 四 维 标准 正 交 坐 标 系 中 ,有 
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япа HEATA 


s Sot, ѓе 

2 

s =ou / 

рус (4.82) 


£ ри /e 


s =р 
(2) 能 量 冲 昌 
将 能 量 冲 星 的 向 量 记 为 了 Pr, 在 标准 正 交 作 标 系 中 ,其 分 量 为 


РД Smu с 
ES = mu с 
| y (4.83) 
Е? к = mu К 
E teme 
(3) B HA 
带电 荷 e BR О и 在 电磁 场 中 运动 , 划 它 受到 力 下 的 作用 , 即 
F=eE + ux H ч.м 
P 
式 中 ,E AH РД ЕДЕП ЕДЙ 
运用 Newton 第 一 定律 ,(4.84? 式 可 表示 为 
ош) ЕЧ сахн) ч. 85) 
在 四 维 伪 Euclid 空间 的 标准 正 交 标 架 中 ,有 
ДЕ etE dr ЕН de- H dz) 
01 т РА у 
| (4.86) 


Ет) (Е, Се ж 


(E) (E, drt +H dz —H а? ) 


再 加 上 能 量 微分 ,由 于 磁场 不 做 功 КҮҮ 


ЖЕЛ 


deme (Е datE dy+E д) (4.87) 
将 (4.86) 式 和 (4.87) 式 写成 张 量 形式 为 
DE, 5) =еЕ, dz’ 
左 端 为 绝对 微分 ,而 右 端 为 二 阶 苏 变 张 量 , 即 


y z 
E 0 Н 一 五 
[F 1=| = z > (4.88) 
#7 JE -H 0 H 
y z К 
E H -H 0 
z y т 
它 为 反 称 的 ,因此 有 
=—Е (4. 89) 


й ji 
HEMER F 具有 二 阶 协 变 张 量 的 变换 规律 "下 称 为 电磁 场 张 量 。 
(4)Maxwell 方程 组 ( 几 静 电 系 单位 ) 


第 一 组 方程 ， 
divH=0， rotE+1 0 (4.90) 
第 二 组 方程 组 : 
р 1ӘЕ _ ix (4.91) 
divE=4rp, rotH сар eo 0 


式 中 ,pu СЕ со. 
那么 ,第 一 Maxweil 方程 组 可 以 表示 为 


4, 92) 
WF; +УР ТУЕ =0 


这 是 一 个 不 变形 式 。 由 Fy 的 反 称 性 可 知 ,车 取 相 疗 的 (i,j,&) 值 时 ,(4. 92) 式 
为 恒等式 。 
对 于 第 二 组 Maxwell 方程 组 ,写成 张 明 形 式 为 


到 是 相对 于 Р, ЮЕ К.Ш 
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pË =g” gF (4.93) 


而 ”是 由 (4.81) 式 定义 的 。 
由 (4. 92) 式 可 知 ,存在 一 个 四 维 的 一 阶 协 变 张 量 f, ,使 得 


БАЛ ШЫ (4.94) 
而 对 f 加 上 一 个 梯度 张 量 V р. (4. ORDRAR E. AA THREE 
性 ,可 加 限制 如 下 ， 
ул! =о (4.95) 
Жр, f, ЖЕРИЙ. 


Р теу А = СА, А, А, ДА СИ. TORM A. 88) &, 
(4.94) 式 可 表示 为 向 量 形式 , 即 


13A 
B=——gradp— | (4.96) 
Н=гоА 
而 (4. 92) 式 成 为 
,lop (4.97) 
div% са 0 


(4. 96) 式 或 (4. 97) 式 知 :4 即 为 电磁 场 中 的 磁场 强度 9 为 单位 。 


J7 A 


- 从 四 维 Емона 空间 的 标准 正 交 坐标 系 中 ,讨论 Maxwell 方程 组 的 第 一 组 方 
程 组 及 第 二 组 方程 组 的 表达 式 。 

2， 验 证 在 四 维 标 准 正 交 坐标 系 中 ,推导 电磁 场 内 的 四 维 势 广 。 

З. 何谓 电流 密度 的 四 维 向 量 ? 
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